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Ìàòåðèàëû ïî êóðñó âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè

• Ìàòåðèàëû êóðñà (ìåòîäè÷êè, ëåêöèè, ó÷åáíèêè è äð.) ìîæíî íàéòè íà ñàéòå

êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè

• Ëþáûå âîïðîñû ïî êóðñó (è íå òîëüêî) ìîæíî ïðèñûëàòü íà ïî÷òîâûé ÿùèê
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Ïîãðåøíîñòè Âèäû ïîãðåøíîñòåé

Àáñîëþòíàÿ è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü

Åñëè ïðî âåëè÷èíó X èçâåñòíî, ÷òî X ∈ [X̄ − ∆X
2
, X̄ + ∆X

2
], òî

• àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ∆X

• îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ � îòíîøåíèå ∆X

|X̄ |
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Ïîãðåøíîñòè Ïðîñòåéøèå âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è

Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

Çàäà÷à

Êàê âû÷èñëèòü ñëîæíóþ ôóíêöèþ (íàïðèìåð, f (x) = sin x) â íåêîòîðîé çàäàííîé òî÷êå?

• Âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëüøîé òàáëèöåé çàðàíåå ïîñ÷èòàííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé

Íî âåäü ýòó òàáëèöó íåîáõîäèìî åùå ñîñòàâèòü! Íå ÿñíî, êàê èñêàòü çíà÷åíèÿ,

êîòîðûå â òàáëèöå îòñóòñòâóþò

• ×èñëåííî ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y ′′(x) + y(x) = 0

Ïîêà ñîâåðøåííî íå ÿñíî, êàê ýòî ñäåëàòü (íî ýòî òîëüêî ïîêà!)

• Âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì â âèäå ðÿäîâ

Ïðîñòåéøèé âàðèàíò � âîñïîëüçîâàòüñÿ ðÿäîì Òåéëîðà
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Ïîãðåøíîñòè Ïðîñòåéøèå âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è

Ðÿä Òåéëîðà

Äëÿ ôóíêöèè sin x ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

sin x = x −
x3

6
+

x5

120
+ · · · =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!

Âîïðîñ

Êàêîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà?

R = ∞, Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x ∈ C

• Íî êàê ñóììèðîâàòü áåñêîíå÷íûé ðÿä íà ïðàêòèêå?

• Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî íåñêîëüêèìè ÷ëåíàìè ýòîãî ðÿäà

• Íåîáõîäèìî îöåíèòü îøèáêó, äîïóùåííóþ ïðè ýòîì
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Ïîãðåøíîñòè Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû

Ïðàêòè÷åñêèé ìåòîä

Èòàê, äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ sin x ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü íåñêîëüêî ïåðâûõ

÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà. Äëÿ îöåíêè îøèáêè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ

îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà

sin x =

n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!︸ ︷︷ ︸
Sn

+
x2n+2

(2n + 2)!
sin(2n+2) ξ, ξ ∈ [0, x ]

Îòáðîñèâ îñòàòî÷íûé ÷ëåí, ìû òåì ñàìûì äîïóñêàåì îøèáêó

εìåòîä ≡
∣∣∣∣ x2n+2

(2n + 2)!
sin(2n+2) ξ

∣∣∣∣ 6 x2n+2

(2n + 2)!
M2n+2

Çäåñü äëÿ ìàêñèìóìà ìîäóëÿ 2n + 2-é ïðîèçâîäíîé èñïîëüçîâàíî ñòàíäàðòíîå â

âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå îáîçíà÷åíèå M2n+2.
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Ïîãðåøíîñòè Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû

Ïðàêòè÷åñêèé ìåòîä

Èòàê, äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ sin x ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü íåñêîëüêî ïåðâûõ

÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà. Äëÿ îöåíêè îøèáêè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ

îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà

sin x =

n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!︸ ︷︷ ︸
Sn

+
x2n+2

(2n + 2)!
sin(2n+2) ξ, ξ ∈ [0, x ]

Îòáðîñèâ îñòàòî÷íûé ÷ëåí, ìû òåì ñàìûì äîïóñêàåì îøèáêó

εìåòîä ≡
∣∣∣∣ x2n+2

(2n + 2)!
sin(2n+2) ξ

∣∣∣∣ 6 x2n+2

(2n + 2)!
M2n+2

Çäåñü äëÿ ìàêñèìóìà ìîäóëÿ 2n + 2-é ïðîèçâîäíîé èñïîëüçîâàíî ñòàíäàðòíîå â

âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå îáîçíà÷åíèå M2n+2.
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Ïîãðåøíîñòè Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà

Îøèáêà εìåòîä îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ìåòîä, êîòîðûé ìû ïðèìåíÿåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íûì. Äàííàÿ îøèáêà íàçûâàåòñÿ îøèáêîé ìåòîäà (èëè

ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà)

Òàê êàê âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè sin x îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ åäèíèöåé, M2n+2 = 1 è

εìåòîä =
x2n+2

(2n + 2)!

Ïðè ñòðåìëåíèè n → ∞ îøèáêà ìåòîäà íà÷èíàÿ ñ n = n0 > x/2 ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ.
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Ïîãðåøíîñòè Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà
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ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà)

Òàê êàê âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè sin x îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ åäèíèöåé, M2n+2 = 1 è

εìåòîä =
x2n+2

(2n + 2)!

Ïðè ñòðåìëåíèè n → ∞ îøèáêà ìåòîäà íà÷èíàÿ ñ n = n0 > x/2 ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê
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Öûáóëèí Èâàí Ïîãðåøíîñòè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå 7 / 31



Ïîãðåøíîñòè Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà

Äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ, ÷ëåíû êîòîðîãî ìîíîòîííî óáûâàþò ïî ìîäóëþ (íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî n0) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà

Ñóììà ¾õâîñòà¿ ìîíîòîííî óáûâàþùåãî çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà íå ïðåâîñõîäèò ïî

ìîäóëþ ìîäóëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ¾õâîñòå¿.

Èç ýòîé òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îøèáêà ìåòîäà (ñóììà îòáðîøåííîãî ¾õâîñòà¿ ðÿäà)

ïðè ñóììèðîâàíèè ðÿäà äëÿ ñèíóñà íå ïðåâîñõîäèò

εìåòîä ≤
x2n+3

(2n + 3)!
.

Äàííàÿ îöåíêà íå ñîäåðæèò ìàêñèìóìîâ ïðîèçâîäíûõ, è, ïîýòîìó, óäîáíåå íà ïðàêòèêå

äëÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé.
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Ïîãðåøíîñòè ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ïðîâåðêà

Äëÿ ïðîâåðêè ïîñ÷èòàåì sin π
2
ñóììèðóÿ äî 50 ÷ëåíîâ ðÿäà.

Ïîñëå ñëîæåíèÿ 10 ÷ëåíîâ ðÿäà ôàêòè÷åñêàÿ îøèáêà ñîñòàâèëà 10−16 è ïåðåñòàëà

óìåíüøàòüñÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå ãîâîðèò ïðî íàëè÷èå åùå êàêîé-òî ïîãðåøíîñòè, êðîìå

îøèáêè ìåòîäà.

Íî âåäü 10−16 ýòî æå ñîâñåì íåìíîãî? Èëè íåò?
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Ïîãðåøíîñòè ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ïðîâåðêà �2

Ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, íî óæå äëÿ sin 17π
2
∗

Òåïåðü îøèáêà ïåðåñòàåò óìåíüøàòüñÿ ïîñëå 40 ñëàãàåìîãî è ñîñòàâëÿåò óæå 10−6.

Îïðåäåëåííî, äàííàÿ îøèáêà ìîæåò ñòàòü ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé.

∗x = 17π
2

≈ 26.7
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Ïîãðåøíîñòè Îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

Ìàøèííàÿ àðèôìåòèêà

Äî ñèõ ïîð âñå âû÷èñëåíèÿ ìû ðàññìàòðèâàëè â èäåàëüíîé àðèôìåòèêå, ãäå âñå

ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ àáñîëþòíî òî÷íî. Íà ïðàêòèêå, ïðèõîäèòñÿ

èìåòü äåëî ñ ìàøèííîé àðèôìåòèêîé, êîòîðàÿ îïåðèðóåò ñ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè

÷èñåë. ×àùå âñåãî, ÷èñëà ïðåäñòàâëåíû â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå â âèäå ÷èñåë ñ

ïëàâàþùåé çàïÿòîé (�oating-point values). Êàæäîå ÷èñëî õðàíèòñÿ â âèäå

x = ±s · 2e , s = 1.s1s2 . . . sK

ãäå 1 6 s < 2 - ìàíòèññà, ÷èñëî ñ ôèêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé, e -

ýêñïîíåíòà èëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, öåëîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó öåëàÿ ÷àñòü ìàíòèññû âñåãäà

ðàâíà 1, ÷èñëî çíà÷àùèõ öèôð â ìàøèííîì ïðåäñòàâëåíèè x âñåãäà ñîâïàäàåò ñ

êîëè÷åñòâîì çíàêîâ â ìàíòèññå.
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Ïîãðåøíîñòè Îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

Ìàøèííàÿ àðèôìåòèêà â âû÷èñëåíèÿõ

Íà ïðàêòèêå, õðàíåíèå ÷èñåë â ôîðìå ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé ïðèâîäèò ê õðàíåíèþ

êàæäîãî ÷èñëà ñ ôèêñèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ. Íàïðèìåð, â äåñÿòè÷íîé

ñèñòåìå, åñëè â ìàíòèññå ÷èñëà 5 çíà÷àùèõ öèôð (íå ñ÷èòàÿ ïåðâîé åäèíèöû), òî

îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü õðàíåíèÿ äàííîãî ÷èñëà ñîñòàâëÿåò 10−5

1.23456 · 1078 = (1.23456± 0.000005) · 1078

X̄ = 1.23456 · 1078, ∆X = 0.00001 · 1078,
∆X

|X̄ |
=

0.00001 · 1078

1.23456 · 1078
=

0.00001

1.23456
< 10−5
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Ïîãðåøíîñòè Îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

Ìàøèííàÿ àðèôìåòèêà â âû÷èñëåíèÿõ

Àíàëîãè÷íî, òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì äâîè÷íîé, à íå äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ,

îïðåäåëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè õðàíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ÷èñëå ñ ïëàâàþùåé

çàïÿòîé

• òèï single èëè �oat (32 áèòà) - ìàíòèññà èìååò 23 çíà÷àùèõ áèòà, îòíîñèòåëüíàÿ

ïîãðåøíîñòü ñîñòàâëÿåò 2−23 ≈ 1.2 · 10−7

• òèï double (64 áèòà) - ìàíòèññà èìååò 53 çíà÷àùèõ áèòà, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü

ñîñòàâëÿåò 2−53 ≈ 1.1 · 10−16

Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x â ìàøèííîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

xìàø = x
(
1+ ε(x)

)
,

ãäå

|ε(x)| 6 2−K

Öûáóëèí Èâàí Ïîãðåøíîñòè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå 13 / 31



Ïîãðåøíîñòè Îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

Âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè

Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî îøèáêà 10−16, êîòîðóþ ìû ïîëó÷èëè ïðè âû÷èñëåíèè sin π
2
� ýòî

ïðîñòî ïîãðåøíîñòü, ñ êîòîðîé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí îòâåò â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå.

Íî êàê îáúÿñíèòü îøèáêó 10−6, êîòîðóþ ìû ïîëó÷èëè, âû÷èñëÿÿ sin 17π
2
?
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Ïîãðåøíîñòè Îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

Âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè

Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî îøèáêà 10−16, êîòîðóþ ìû ïîëó÷èëè ïðè âû÷èñëåíèè sin π
2
� ýòî

ïðîñòî ïîãðåøíîñòü, ñ êîòîðîé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí îòâåò â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå.
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2
?
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Ïîãðåøíîñòè Îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

Îøèáêà îêðóãëåíèÿ. Îöåíêà ñâåðõó

Òàê êàê îêðóãëåíèå äî 16 çíà÷àùèõ öèôð† ïðîèñõîäèò ïðè êàæäîé îïåðàöèè, íåîáõîäèìî

ïîäñ÷èòàòü ñóììàðíóþ îøèáêó îêðóãëåíèÿ âñåõ ñëàãàåìûõ. Ïîñêîëüêó çàðàíåå

íåèçâåñòíî, â êàêóþ ñòîðîíó ïðîèñõîäèò îêðóãëåíèå, íåîáõîäèìî ñëîæèòü ïîãðåøíîñòè

îêðóãëåíèÿ ïî ìîäóëþ.

Îöåíèì îøèáêó îêðóãëåíèÿ Sn.

Sn =

n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!

εîêðóã =

n∑
k=0

∣∣∣∣2−K (−1)k
x2k+1

(2k + 1)!

∣∣∣∣ = 2−K
n∑

k=0

x2k+1

(2k + 1)!
. 2−K sh x

Äëÿ x = 17π
2
≈ 26.7

εîêðóã . 2−K sh x = 2.1 · 10−5

†ïîäðàçóìåâàåì îïåðàöèè ñ double
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Ïîãðåøíîñòè Îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

Îøèáêà îêðóãëåíèÿ. Îöåíêà ñâåðõó

Òàê êàê îêðóãëåíèå äî 16 çíà÷àùèõ öèôð† ïðîèñõîäèò ïðè êàæäîé îïåðàöèè, íåîáõîäèìî

ïîäñ÷èòàòü ñóììàðíóþ îøèáêó îêðóãëåíèÿ âñåõ ñëàãàåìûõ. Ïîñêîëüêó çàðàíåå

íåèçâåñòíî, â êàêóþ ñòîðîíó ïðîèñõîäèò îêðóãëåíèå, íåîáõîäèìî ñëîæèòü ïîãðåøíîñòè

îêðóãëåíèÿ ïî ìîäóëþ.

Îöåíèì îøèáêó îêðóãëåíèÿ Sn.

Sn =

n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!

εîêðóã =

n∑
k=0

∣∣∣∣2−K (−1)k
x2k+1

(2k + 1)!

∣∣∣∣ = 2−K
n∑

k=0

x2k+1

(2k + 1)!
. 2−K sh x

Äëÿ x = 17π
2
≈ 26.7

εîêðóã . 2−K sh x = 2.1 · 10−5
†ïîäðàçóìåâàåì îïåðàöèè ñ double
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Ïîãðåøíîñòè Îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

Îøèáêà îêðóãëåíèÿ. Îöåíêà ñíèçó

Èòàê, õîòÿ èñõîäíûé ðÿä áûë çíàêîïåðåìåííûì, è ïî ìîäóëþ ñóììà ðÿäà íå

ïðåâîñõîäèëà åäèíèöû, îòäåëüíûå ñëàãàåìûå ìîãëè äîñòèãàòü âåñüìà ñóùåñòâåííûõ

çíà÷åíèé ïî ìîäóëþ.

max
k

x2k+1

(2k + 1)!
≈ xx

x !
≈ xx√

2πx
(
x
e

)x =
ex√
2πx

Âîçâðàùàÿñü ê ñëó÷àþ sin 17π
2
, x ≈ 26.7

ex√
2πx

= 3 · 1010.

Ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ òîëüêî ýòîãî ñëàãàåìîãî εîêðóã = 2−53 × 3 · 1010 ≈ 3.3 · 10−6, ÷òî
âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ôàêòè÷åñêîé îøèáêå ïðè âû÷èñëåíèè sin 17π

2
.
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Ïîãðåøíîñòè Îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè

Îøèáêà îêðóãëåíèÿ. Îöåíêà ñíèçó

Èòàê, õîòÿ èñõîäíûé ðÿä áûë çíàêîïåðåìåííûì, è ïî ìîäóëþ ñóììà ðÿäà íå

ïðåâîñõîäèëà åäèíèöû, îòäåëüíûå ñëàãàåìûå ìîãëè äîñòèãàòü âåñüìà ñóùåñòâåííûõ

çíà÷åíèé ïî ìîäóëþ.

max
k

x2k+1

(2k + 1)!
≈ xx

x !
≈ xx√

2πx
(
x
e

)x =
ex√
2πx

Âîçâðàùàÿñü ê ñëó÷àþ sin 17π
2
, x ≈ 26.7

ex√
2πx

= 3 · 1010.

Ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ òîëüêî ýòîãî ñëàãàåìîãî εîêðóã = 2−53 × 3 · 1010 ≈ 3.3 · 10−6, ÷òî
âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ôàêòè÷åñêîé îøèáêå ïðè âû÷èñëåíèè sin 17π

2
.
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Ïîãðåøíîñòè Âûâîä

Âûâîä

Ïðàêòè÷åñêè âñå ïðèêëàäíûå çàäà÷è , êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü â ðàìêàõ

âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, íåâîçìîæíî ðåøèòü òî÷íî. Ýòîìó ïðåïÿòñòâóåò äâà

îñíîâíûõ èñòî÷íèêà ïîãðåøíîñòè � íåòî÷íûå(ïðèáëèæåííûå) ìåòîäû è

íåèäåàëüíàÿ(ìàøèííàÿ) àðèôìåòèêà. Îøèáêå ìåòîäà ñîîòâåòñòâóåò ïîãðåøíîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è â èäåàëüíîé àðèôìåòèêå (â êîòîðîé âñå äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî).

Â îøèáêó îêðóãëåíèÿ âõîäÿò ïîãðåøíîñòè âñåõ âû÷èñëåíèé ïðè ðåàëèçàöèè äàííîãî

ìåòîäà.
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé

Ïðîèçâîäíàÿ

Çàäà÷à

Äîïóñòèì, çàäàíà ôóíêöèÿ f (x), òî åñòü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü åå çíà÷åíèå â ëþáîé òî÷êå

x . Êàê âû÷èñëèòü åå ïðîèçâîäíóþ â çàäàííîé òî÷êå x0?

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé

f ′(x0) = lim
∆x→0

f (x0 + ∆x) − f (x0)

∆x

Âîïðîñ

Êàêèå åùå îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé Âû çíàåòå?
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Êîíå÷íûå ðàçíîñòè

×èñëåííûé ìåòîä

f ′(x0) = lim
∆x→0

f (x0 + ∆x) − f (x0)

∆x

Ïîèñê ïðåäåëà, òàê æå êàê è ñóììèðîâàíèå áåñêîíå÷íîé ñóììû, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé

îïåðàöèåé.

Çàìåíèì ïðåäåë çíà÷åíèåì îòíîøåíèÿ ïðè íåêîòîðîì ìàëåíüêîì çíà÷åíèè ∆x = h > 0.

f ′(x0) ≈
f (x0 + h) − f (x0)

h

Òàêèå âûðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè.
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Êîíå÷íûå ðàçíîñòè

Îøèáêà ìåòîäà

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, íàñ èíòåðåñóåò îøèáêà ìåòîäà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå çàìåíû

ïðåäåëà êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ. Çäåñü íàì ñíîâà ïîìîæåò ôîðìóëà Òåéëîðà. Ðàçëîæèì

f (x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = x0.

f (x) = f (x0) + (x − x0)f
′(x0) +

(x − x0)
2

2
f ′′(ξ), ξ ∈ [x0, x ]

Ïîäñòàâëÿÿ x = x0 + h,

f (x0 + h) = f (x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(ξ), ξ ∈ [x0, x0 + h]
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Êîíå÷íûå ðàçíîñòè

Îøèáêà ìåòîäà

f (x0 + h) = f (x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(ξ), ξ ∈ [x0, x0 + h]

Ãðóïïèðóåì è äåëèì íà h

f (x0 + h) − f (x0)

h
− f ′(x0) =

h

2
f ′′(ξ)

εìåòîä =

∣∣∣∣ f (x0 + h) − f (x0)

h
− f ′(x0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣h2 f ′′(ξ)
∣∣∣∣ 6 M2h

2

×åì ìåíüøå h, òåì ìåíüøèì îêàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà. Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà

ëèíåéíî çàâèñèò îò h.

Öûáóëèí Èâàí Ïîãðåøíîñòè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå 21 / 31



×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Áóäåì èñêàòü äðóãèå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé. Äîïóñòèì, ìû õîòèì ïîñòðîèòü

íàèáîëåå òî÷íûé ìåòîä äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé, êîòîðûé áû èñïîëüçîâàë çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè â òðåõ òî÷êàõ � â x0, x0 + h è x0 − h.
Íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ î òîì, â êàêîì âèäå ñëåäóåò èñêàòü òðåáóåìûé ìåòîä äàþò

ñâîéñòâà îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ëèíåéíà, ò.å.

(αf + βg) ′ = αf ′ + βg ′

Âïîëíå ëîãè÷íî èñêàòü ëèíåéíóþ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ò.å. òàêóþ, â êîòîðóþ

çíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè âõîäÿò ëèíåéíî
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Çàïèøåì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò f (x0), f (x0 + h), f (x0 − h) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ

íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

f ′(x0) ≈
αf (x0 − h) + βf (x0) + γf (x0 + h)

h

Çà ñ÷åò íàäëåæàùåãî âûáîðà α,β, γ äîáüåìñÿ ìàêñèìàëüíîãî ñîâïàäåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà.

Ïîòðåáóåì ñîâïàäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ â ïðåäñòàâëåíèè â âèäå

ôîðìóëû Òåéëîðà â òî÷êå x0 ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé.

Çàìå÷àíèå

Çäåñü äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ó ôóíêöèè f (x) ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî
ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x0. Íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f (x) íå èìååò âñåõ
íåîáõîäèìûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ.
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ôîðìóëà Òåéëîðà

f ′(x0) ≈
αf (x0 − h) + βf (x0) + γf (x0 + h)

h

Ïðåäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà

f (x0 ± h) = f (x0)± hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0)±

h3

6
f ′′′(ξ1,2)

ξ1 ∈ [x0 − h, x0], ξ2 ∈ [x0, x0 + h]

f ′(x0) ≈
α+ β+ γ

h
f (x0) + (γ− α)f ′(x0) + (α+ γ)

h

2
f ′′(x0) + R

R =
h2

6

(
γf ′′′(ξ2) − αf

′′′(ξ1)
)
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè â êðàéíèõ òî÷êàõ, ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

ïðèîáðåòàåò âèä

f ′(x0) ≈
α+ β+ γ

h
f (x0) + (γ− α)f ′(x0) + (α+ γ)

h

2
f ′′(x0) + R

R =
h2

6

(
γf ′′′(ξ2) − αf

′′′(ξ1)
)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû α+ β+ γ = 0, (γ− α) = 1, (α+ γ)h
2
= 0. Èñêîìûå çíà÷åíèÿ

γ = −α = 1
2
, β = 0. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî ïðåâðàòèòñÿ â

f ′(x0) ≈ f ′(x0) + R

Äîáàâêà R êàê ðàç áóäåò îøèáêîé ìåòîäà.

εìåòîä = |R | =
h2

6

1

2
|f ′′′(ξ2) + f ′′′(ξ1)| 6

h2

6
M3
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ïîðÿäîê ìåòîäà

Ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ

Ôîðìóëà f ′(x0) ≈ f (x0+h)−f (x0)
h íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòè, à

f ′(x0) ≈ f (x0+h)−f (x0−h)
2h � ôîðìóëîé öåíòðàëüíîé ðàçíîñòè. Âàæíîå ðàçëè÷èå ýòèõ

ôîðìóë çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçíîé çàâèñèìîñòè îøèáêè ìåòîäà îò h. Äëÿ îäíîñòîðîííåé

ðàçíîñòè ýòà çàâèñèìîñòü ëèíåéíàÿ εìåòîä 6 M2h
2
, â òî âðåìÿ êàê äëÿ öåíòðàëüíîé �

êâàäðàòè÷íàÿ εìåòîä 6 M3h2

6
.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòè èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, à

öåíòðàëüíîé - âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè

Öûáóëèí Èâàí Ïîãðåøíîñòè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå 26 / 31



×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ïîðÿäîê ìåòîäà

Ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ

Ôîðìóëà f ′(x0) ≈ f (x0+h)−f (x0)
h íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòè, à

f ′(x0) ≈ f (x0+h)−f (x0−h)
2h � ôîðìóëîé öåíòðàëüíîé ðàçíîñòè. Âàæíîå ðàçëè÷èå ýòèõ

ôîðìóë çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçíîé çàâèñèìîñòè îøèáêè ìåòîäà îò h. Äëÿ îäíîñòîðîííåé

ðàçíîñòè ýòà çàâèñèìîñòü ëèíåéíàÿ εìåòîä 6 M2h
2
, â òî âðåìÿ êàê äëÿ öåíòðàëüíîé �

êâàäðàòè÷íàÿ εìåòîä 6 M3h2

6
.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòè èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, à

öåíòðàëüíîé - âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè

Öûáóëèí Èâàí Ïîãðåøíîñòè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå 26 / 31



×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ïîðÿäîê ìåòîäà

Ïðîâåðêà

Ïðîâåðèì, äåéñòâèòåëüíî ëè çàâèñèìîñòü îøèáêè èìååò òàêîé õàðàêòåð äëÿ êàæäîé èç

ôîðìóë. Ðàññ÷èòàåì sin ′ 1 = cos 1

Îêàçûâàåòñÿ, ïîâåäåíèå îøèáêè èìååò òàêîé õàðàêòåð òîëüêî ïðè ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ

h. Äëÿ îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòè ïðè h > 10−8, à äëÿ öåíòðàëüíîé � ïðè h > 10−5.
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ïîðÿäîê ìåòîäà

Âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè

Ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå îøèáêè ïðè èñïîëüçîâàíèè h < 10−16. Ïðè

äàííîì çíà÷åíèè âåëè÷èíû x0 + h = 1+ h è x0 − h = 1− h îêðóãëÿþòñÿ äî 1, ïðè ýòîì â

÷èñëèòåëå îáåèõ ôîðìóë ñòîèò òîæäåñòâåííûé íîëü, õîòÿ ðåàëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé

íåíóëåâîå.

Ó÷òåì òåïåðü, ÷òî çíà÷åíèÿ f (x0), f (x0 + h) ñàìè ïî ñåáå ìîãóò ñîäåðæàòü îøèáêè

(íàïðèìåð, èç-çà ìàøèííîãî õðàíåíèÿ èëè âû÷èñëåíèÿ ïî ïðèáëèæåííîìó àëãîðèòìó):

f ′(x0) ≈
(f (x0 + h)± ∆f ) − (f (x0)± ∆f )

h

εâû÷ 6
2∆f

h
Åñëè ∆f îáóñëîâëåíà òîëüêî îøèáêîé ìàøèííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, òî

∆f . 2−K |f (x0)|, εâû÷ 6 2
2−K |f (x0)|

h

Öûáóëèí Èâàí Ïîãðåøíîñòè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå 28 / 31



×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ïîðÿäîê ìåòîäà

Âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè

Ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå îøèáêè ïðè èñïîëüçîâàíèè h < 10−16. Ïðè

äàííîì çíà÷åíèè âåëè÷èíû x0 + h = 1+ h è x0 − h = 1− h îêðóãëÿþòñÿ äî 1, ïðè ýòîì â

÷èñëèòåëå îáåèõ ôîðìóë ñòîèò òîæäåñòâåííûé íîëü, õîòÿ ðåàëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé

íåíóëåâîå.

Ó÷òåì òåïåðü, ÷òî çíà÷åíèÿ f (x0), f (x0 + h) ñàìè ïî ñåáå ìîãóò ñîäåðæàòü îøèáêè

(íàïðèìåð, èç-çà ìàøèííîãî õðàíåíèÿ èëè âû÷èñëåíèÿ ïî ïðèáëèæåííîìó àëãîðèòìó):

f ′(x0) ≈
(f (x0 + h)± ∆f ) − (f (x0)± ∆f )

h

εâû÷ 6
2∆f

h
Åñëè ∆f îáóñëîâëåíà òîëüêî îøèáêîé ìàøèííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, òî

∆f . 2−K |f (x0)|, εâû÷ 6 2
2−K |f (x0)|

h
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ïîðÿäîê ìåòîäà

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå h

Èòàê, ïðè ñëèøêîì ìàëåíüêèõ çíà÷åíèÿõ h îñíîâíîé âêëàä â îøèáêó äàåò èìåííî

âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, êîòîðàÿ ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì h, à ïðè ñëèøêîì áîëüøèõ

ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíîé îøèáêà ìåòîäà. Íàéäåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå h, ïðè êîòîðîì

ñóììà îáåèõ îøèáîê èìååò ìèíèìàëüíóþ âåëè÷èíó.

Äëÿ îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòè

εñóìì = εâû÷ + εìåòîä =
2∆f

h
+

M2h

2

hîïò = 2

√
∆f

M2

, ïðè ýòîì εñóìì = 2
√
M2∆f

Äëÿ ïðîâåðêè ïîäñòàâèì M2 = 1, ∆f = 10−16, òîãäà

h = 2 · 10−8, εñóìì = 2 · 10−8
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ïîðÿäîê ìåòîäà

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå h

Èòàê, ïðè ñëèøêîì ìàëåíüêèõ çíà÷åíèÿõ h îñíîâíîé âêëàä â îøèáêó äàåò èìåííî

âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, êîòîðàÿ ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì h, à ïðè ñëèøêîì áîëüøèõ

ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíîé îøèáêà ìåòîäà. Íàéäåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå h, ïðè êîòîðîì

ñóììà îáåèõ îøèáîê èìååò ìèíèìàëüíóþ âåëè÷èíó.

Äëÿ îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòè

εñóìì = εâû÷ + εìåòîä =
2∆f

h
+

M2h

2

hîïò = 2

√
∆f

M2

, ïðè ýòîì εñóìì = 2
√
M2∆f

Äëÿ ïðîâåðêè ïîäñòàâèì M2 = 1, ∆f = 10−16, òîãäà

h = 2 · 10−8, εñóìì = 2 · 10−8
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ïîðÿäîê ìåòîäà

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå h

Èòàê, ïðè ñëèøêîì ìàëåíüêèõ çíà÷åíèÿõ h îñíîâíîé âêëàä â îøèáêó äàåò èìåííî

âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, êîòîðàÿ ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì h, à ïðè ñëèøêîì áîëüøèõ

ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíîé îøèáêà ìåòîäà. Íàéäåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå h, ïðè êîòîðîì

ñóììà îáåèõ îøèáîê èìååò ìèíèìàëüíóþ âåëè÷èíó.

Äëÿ öåíòðàëüíîé ðàçíîñòè

εñóìì = εâû÷ + εìåòîä =
2∆f

2h
+

M3h
2

6

hîïò =
3

√
6∆f

M3

, ïðè ýòîì εñóìì =
3

2

3

√
M3∆f 2

3

Äëÿ ïðîâåðêè ïîäñòàâèì M3 = 1, ∆f = 10−16, òîãäà

h ≈ 6.7 · 10−6, εñóìì ≈ 2.2 · 10−11
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ïîðÿäîê ìåòîäà

Âûâîä

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû âòîðîãî ïîðÿäêà óäàëîñü ïîëó÷èòü

ìåíüøóþ ñóììàðíóþ ïîãðåøíîñòü íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû òîé æå ìàøèííîé òî÷íîñòè ÷òî

è â ôîðìóëå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî åñòü òîëüêî çà ñ÷åò âûáîðà áîëåå êà÷åñòâåííîãî ìåòîäà.

Îäíàêî, íå ñòîèò çàáûâàòü ÷òî ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû äèôôåðåíöèðîâàëè áûëà

äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç (à èìåííî 3 ðàçà) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Åñëè ôîðìóëó

âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèìåíÿòü ê ôóíêöèè, ó êîòîðîé, íàïðèìåð, M3 = ∞, íî M2 <∞, òî

îöåíêà îøèáêè ìåòîäà èìåëà áû òàêîé æå âèä, êàê ó ôîðìóëû îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòè

1ãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå âûèãðûø áûë áû ñîâñåì íåçíà÷èòåëüíûì.
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Ïîðÿäîê ìåòîäà

Âûâîä

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû âòîðîãî ïîðÿäêà óäàëîñü ïîëó÷èòü

ìåíüøóþ ñóììàðíóþ ïîãðåøíîñòü íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû òîé æå ìàøèííîé òî÷íîñòè ÷òî

è â ôîðìóëå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî åñòü òîëüêî çà ñ÷åò âûáîðà áîëåå êà÷åñòâåííîãî ìåòîäà.

Îäíàêî, íå ñòîèò çàáûâàòü ÷òî ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû äèôôåðåíöèðîâàëè áûëà

äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç (à èìåííî 3 ðàçà) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Åñëè ôîðìóëó

âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèìåíÿòü ê ôóíêöèè, ó êîòîðîé, íàïðèìåð, M3 = ∞, íî M2 <∞, òî

îöåíêà îøèáêè ìåòîäà èìåëà áû òàêîé æå âèä, êàê ó ôîðìóëû îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòè

1ãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå âûèãðûø áûë áû ñîâñåì íåçíà÷èòåëüíûì.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Öûáóëèí Èâàí

e-mail: tsybulin@crec.mipt.ru
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