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Öûáóëèí Èâàí



Èíòåãðèðîâàíèå Çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Çàäà÷à

Çàäàíà ôóíêöèÿ f (x). Âû÷èñëèòü

∫b
a
f (x)dx .

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, òî åñòü

• a è b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (íå ±∞)
• f (x) íå èìååò íà [a, b] îñîáûõ òî÷åê

Èíòåãðàë ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì∫b
a
f (x)dx = lim

max∆xi→0

n−1∑
i=0

f (ξi )∆xi , ξi ∈ [xi , xi+1]

Öûáóëèí Èâàí Èíòåãðèðîâàíèå 2 / 43



Èíòåãðèðîâàíèå Çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Çàäà÷à

Çàäàíà ôóíêöèÿ f (x). Âû÷èñëèòü

∫b
a
f (x)dx .

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, òî åñòü

• a è b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (íå ±∞)
• f (x) íå èìååò íà [a, b] îñîáûõ òî÷åê

Èíòåãðàë ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì∫b
a
f (x)dx = lim

max∆xi→0

n−1∑
i=0

f (ξi )∆xi , ξi ∈ [xi , xi+1]

Öûáóëèí Èâàí Èíòåãðèðîâàíèå 2 / 43



Èíòåãðèðîâàíèå Çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Çàäà÷à

Çàäàíà ôóíêöèÿ f (x). Âû÷èñëèòü

∫b
a
f (x)dx .

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, òî åñòü

• a è b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (íå ±∞)
• f (x) íå èìååò íà [a, b] îñîáûõ òî÷åê

Èíòåãðàë ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì∫b
a
f (x)dx = lim

max∆xi→0

n−1∑
i=0

f (ξi )∆xi , ξi ∈ [xi , xi+1]

Öûáóëèí Èâàí Èíòåãðèðîâàíèå 2 / 43



Èíòåãðèðîâàíèå ×èñëåííûå ìåòîäû

Ïðîñòåéøèé ÷èñëåííûé ìåòîä

∫b
a
f (x)dx = lim

max∆xi→0

n−1∑
i=0

f (ξi )∆xi , ξi ∈ [xi , xi+1]

Ââåäåì íà îòðåçêå íåêîòîðóþ ñåòêó {xi }
n
i=1. Â êà÷åñòâå ξi âîçüìåì, íàïðèìåð, ñåðåäèíó

i-ãî îòðåçêà ξi =
xi+xi+1

2

∫b
a
f (x)dx ≈

n−1∑
i=0

f

(
xi + xi+1

2

)
∆xi

Ïîëó÷åííûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ èëè ôîðìóëîé ñðåäíåé òî÷êè.

Ôîðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òàêæå íàçûâàþò êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè.
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Èíòåãðèðîâàíèå ×èñëåííûå ìåòîäû

Ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ

O x

y
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Èíòåãðèðîâàíèå ×èñëåííûå ìåòîäû

Ôîðìóëà îäíîñòîðîííèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Íè÷åãî íå çàïðåùàåò â ôîðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ âìåñòî ñðåäíåé òî÷êè áðàòü êðàéíþþ,

íàïðèìåð ëåâóþ. Èíòóèòèâíî òàêîé âûáîð õóæå, íî ê ýòîìó âåðíåìñÿ ïîçäíåå.∫b
a
f (x)dx ≈

n−1∑
i=0

f (xi )∆xi

∫b
a
f (x)dx ≈

n−1∑
i=0

f (xi+1)∆xi

Òàêèå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè ëåâûõ è ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
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Èíòåãðèðîâàíèå ×èñëåííûå ìåòîäû

Ôîðìóëû ëåâûõ è ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

O x

y

O x

y
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Èíòåãðèðîâàíèå Ìåòîäû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà

Áîëåå òî÷íûå ôîðìóëû

Çàìåíèì ôóíêöèþ f (x) íåêîòîðîé áîëåå ïðîñòîé ôóíêöèåé g(x), êîòîðàÿ ëåãêî

èíòåãðèðóåòñÿ.

Ïðîùå âñåãî âçÿòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè g(x) ìíîãî÷ëåí. Òîãäà çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèè f (x) ìíîãî÷ëåíîì ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè.

Ïðèáëèæàòü ôóíêöèþ f (x) ìíîãî÷ëåíîì âûñîêîé ñòåïåíè íåæåëàòåëüíî, âñëåäñòâèå

âîçìîæíîãî ðîñòà îøèáêè èíòåðïîëÿöèè ïðè áîëüøîì ÷èñëå óçëîâ. Ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòåéøèì ñïëàéíîì (äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ãëàäêîñòü è íåïðåðûâíîñòü

g(x) íå âàæíà) � êóñî÷íî ìíîãî÷ëåííîé èíòåðïîëÿöèåé.
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Èíòåãðèðîâàíèå Ìåòîäû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà

Èíòåðïîëÿöèîííûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Ïî-àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ââåäåì íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ ñåòêó, íî

òåïåðü íà êàæäîì èíòåðâàëå ïðèáëèçèì ôóíêöèþ íå êîíñòàíòîé, êàê â ìåòîäå ñðåäíåé

òî÷êè f (x) ≈ f
( xi+xi+1

2

)
, à ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè p: f (x) ≈ Qi (x).∫b

a
f (x)dx ≈

n−1∑
i=0

∫ xi+1
xi

Qi (x)dx
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Èíòåãðèðîâàíèå Ìåòîäû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà

p = 1. Ôîðìóëà òðàïåöèé

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ëèíåéíûõ ôóíêöèé Qi (x).

Qi (x) =
xi+1 − x

xi+1 − xi
f (xi ) +

x − xi
xi+1 − xi

f (xi+1)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ (ïðåäñòàâëåíèå â ôîðìå Ëàãðàíæà óäîáíåå èíòåãðèðîâàòü), ïîëó÷àåì∫ xi+1
xi

Qi (x)dx =
xi+1 − xi

2
f (xi ) +

xi+1 − xi
2

f (xi+1)

∫b
a
f (x)dx ≈

n−1∑
i=0

f (xi ) + f (xi+1)

2
∆xi

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé òðàïåöèé.
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Èíòåãðèðîâàíèå Ìåòîäû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà

Ôîðìóëà òðàïåöèé

O x

y
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Èíòåãðèðîâàíèå Ìåòîäû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà

Èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû

Ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìóëû òðàïåöèé ïðåäñòàâëåíèå Qi (x) â âèäå Ëàãðàíæà îêàçàëîñü
âåñüìà óäîáíûì. Ïîêàæåì, êàê îáîáùèòü ýòó ôîðìóëó íà ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê p.

Ââåäåì òåïåðü íà êàæäîì îòðåçêå [xi , xi+1] ñâîþ âíóòðåííþþ ñåòêó èç p + 1 óçëà:

Òîãäà äëÿ Qi (x) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Qi (x) =

p∑
s=0

`s(x)f (x
s
i )

∫ xi+1
xi

Qi (x)dx =

p∑
s=0

f (x si )

∫ xi+1
xi

`s(x)dx
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`s(x)f (x
s
i )

∫ xi+1
xi

Qi (x)dx =

p∑
s=0

f (x si )

∫ xi+1
xi

`s(x)dx
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Èíòåãðèðîâàíèå Ìåòîäû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà

Èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû

Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè Qi (x) ñâåëîñü ê èíòåãðèðîâàíèþ áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ëàãðàíæà. ∫ xi+1
xi

Qi (x)dx =

p∑
s=1

f (x si )

∫ xi+1
xi

`s(x)dx

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà êàæäîì îòðåçêå âíóòðåííèå ñåòêè îòëè÷àþòñÿ

òîëüêî ìàñøòàáîì (íàïðèìåð, âñþäó ðàâíîìåðíûå èëè âñþäó ÷åáûøåâñêèå), òî

èíòåãðàëû îò `s(x) áóäóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî ìíîæèòåëåì ∆xi∫ xi+1
xi

`s(x)dx ≡ γs∆xi

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå∫b
a
f (x)dx ≈

n−1∑
i=0

(
p∑

s=0

γs f (x
s
i )

)
∆xi
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Èíòåãðèðîâàíèå Ìåòîäû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà

Èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû
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Èíòåãðèðîâàíèå Ìåòîäû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà
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xi

`s(x)dx ≡ γs∆xi
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Èíòåãðèðîâàíèå Ìåòîäû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà

p = 2. Ôîðìóëà Ñèìïñîíà

Â ýòîì ñëó÷àå íà êàæäîì îòðåçêå ôóíêöèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ïàðàáîëîé. Äëÿ ýòîãî

òðåáóþòñÿ çíà÷åíèÿ â òðåõ òî÷êàõ � â êîíöàõ îòðåçêà è â öåíòðå. Âû÷èñëÿÿ

êîýôôèöèåíòû γs

γ0 =
1

6
, γ1 =

2

3
, γ2 =

1

6

è ïîäñòàâëÿÿ â îáùóþ ôîðìóëó, ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ñèìïñîíà∫b
a
f (x)dx ≈

n−1∑
i=0

f (xi ) + 4f
( xi+xi+1

2

)
+ f (xi+1)

6
∆xi

Õîòÿ äàííàÿ ôîðìóëà òî÷íåå ôîðìóëû òðàïåöèé è ñðåäíåé òî÷êè, îíà òðåáóåò â äâà ðàçà

áîëüøå âû÷èñëåíèé ôóíêöèè f (x).
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Îøèáêà ìåòîäà

×òî òî÷íåå?

O x

y

O x

y

Îøèáêà ≈ 1% Îøèáêà ≈ 2%
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Îøèáêà ìåòîäà

×òî òî÷íåå?

O x

y

O x
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Îøèáêà ìåòîäà

Îøèáêà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

Îøèáêà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, òî åñòü îòëè÷èå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà îò

âû÷èñëåííîãî, â õóäøåì ñëó÷àå, ïðîñóììèðóåòñÿ ïî âñåì èíòåðâàëàì ñåòêè. Ïîýòîìó,

íàéäåì îøèáêó èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè òîëüêî íà îäíîì îòðåçêå. Äëÿ ïðîñòîòû,

îáîçíà÷èì åãî [a, b], h = b − a. ∫b
a
f (x)dx ≈ h

p∑
s=0

γs f (xs)

Ïîñêîëüêó èíòåãðèðîâàíèå � ýòî ëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ, êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû òàêæå

ëèíåéíû ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f (x). Çäåñü γs � ïðîñòî íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Îøèáêà ìåòîäà
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Îøèáêà ìåòîäà

Îøèáêà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

∫b
a
f (x)dx ≈ h

p∑
s=0

γs f (xs)

Âîçüìåì íåêîòîðóþ òî÷êó z . Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå íåñóùåñòâåííî, íî óäà÷íûé âûáîð

òî÷êè z ìîæåò ñèëüíî ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé.

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f (x) â âèäå
ôîðìóëû Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z

f (x) = f (z) + (x − z)f ′(z) +
(x − z)2

2
f ′′(z) + · · ·+ (x − z)m

m!
f (m)(ζ(x))

Åñëè ôîðìóëó Òåéëîðà ïðîèíòåãðèðîâàòü, ïîëó÷èì∫b
a
f (x)dx = hf (z) +

(x − z)2

2

∣∣∣∣b
a

f ′(z) + · · ·+
∫b
a

(x − z)m

m!
f (m)(ζ(x))dx
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Îøèáêà ìåòîäà

Îøèáêà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Îøèáêà ìåòîäà

Îøèáêà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

∫b
a
f (x)dx = hf (z) +

(x − z)2

2

∣∣∣∣b
a

f ′(z) + · · ·+
∫b
a

(x − z)m

m!
f (m)(ζ(x))dx

Ðàçëîæèì àíàëîãè÷íî ïðàâóþ ÷àñòü

h

p∑
s=0

γs f (xs) = h

p∑
s=0

γs f (z) + h

p∑
s=0

(xs − z)γpf
′(z)+

. . .+ h

p∑
s=0

γs
(x − z)m

m!
f (m)(ζ(xs))

Îøèáêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçíîñòè ïåðâûõ íå ñîâïàäàþùèõ âûðàæåíèé

ïåðåä îäèíàêîâûìè ïðîèçâîäíûìè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äîëæíî

áûòü
∑p

s=0 γs = 1, à äëÿ ôîðìóë âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà
∑p

s=0 γsxs =
a+b
2
.
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Îøèáêà ìåòîäà

Îøèáêà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

Àíàëèçèðóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ôîðìóëû Òåéëîðà, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îøèáêà

èíòåðïîëÿöèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë èìååò âèä (äëÿ îäíîãî îòðåçêà)

εìåòîäà ≤ Chr+1Mr ,

ãäå C - íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ êîíñòàíòà. Ñóììèðóÿ îøèáêó ïî âñåì îòðåçêàì

εìåòîäà ≤ C
n−1∑
i=0

hr+1i Mr ,i ≤ C max
i

(Mrh
r )

n−1∑
i=0

hi = C (b − a)max
i

(Mrh
r )

Çäåñü õîðîøî âèäíî, ÷òî èìååò ñìûñë óìåíüøàòü øàã hi íà òåõ îòðåçêàõ, ãäå r -ÿ
ïðîèçâîäíàÿ íà÷èíàåò ñèëüíî âîçðàñòàòü ïî ìîäóëþ.
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ñðåäíåé òî÷êè

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ñðåäíåé òî÷êè

Ðàññìîòðèì îäèí èíòåðâàë a = xi , b = xi+1. Âîçüìåì â êà÷åñòâå îïîðíîé èìåííî ñðåäíþþ

òî÷êó z = a+b
2
.

f (x) = f (z) + (x − z)f ′(z) +
(x − z)2

2
f ′′(ζ)∫b

a
f (x)dx = hf (z) +

∫b
a

(x − z)2

2
f ′′(ζ)dx

εìåòîä ≤
∣∣∣∣∫b

a

(x − z)2

2
f ′′(ζ)dx

∣∣∣∣ ≤ M2

∫b
a

∣∣∣∣(x − z)2

2

∣∣∣∣ dx = M2

h3

24

Ïðè ýòîì íà âñåì îòðåçêå ñïðàâåäëèâà îöåíêà

εìåòîä ≤ (b − a)
M2h

2

24
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà òðàïåöèé

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà òðàïåöèé

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî. Â êà÷åñòâå

îïîðíîé òî÷êè âîçüìåì z = a+b
2

f (x) = f (z) + (x − z)f ′(z) +
(x − z)2

2
f ′′(z) + o((x − z)2)∫b

a
f (x)dx = hf (z) + 2

(b − z)3

6
f ′′(z) + o(h3) = hf (z) +

h3

24
f ′′(z) + o(h3)

f

(
z ± h

2

)
= f (z)± h

2
f ′(z) +

h2

8
f ′′(z) + o(h2)

h
f (a) + f (b)

2
= hf (z) +

h3

8
f ′′(z) + o(h3)

Âû÷èòàÿ ðàçëîæåíèå êâàäðàòóðû èç ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àåì îøèáêó

∆ =
h3

24
f ′′(z) −

h3

8
f ′′(z) + o(h3) = −

h3

12
f ′′(z) + o(h3).
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà òðàïåöèé

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà òðàïåöèé

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ïðåäåëàõ îäíîãî îòðåçêà∫b
a
f (x)dx = h

f (a) + f (b)

2
−

h3

12
f ′′
(
a + b

2

)
+ o(h3)

Îöåíêà ÷åðåç îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà äàåò îøèáêó â äâà ðàçà áîëüøóþ

εìåòîä ≤
M2h

3

6

Îäíàêî, áîëåå òîíêèìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî∫b
a
f (x)dx = h

f (a) + f (b)

2
−

h3

12
f ′′(ξ)

òî åñòü àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Íà âñåì îòðåçêå âåðíà îöåíêà

εìåòîä ≤ (b − a)
M2h

2

12

Öûáóëèí Èâàí Èíòåãðèðîâàíèå 21 / 43



Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ñèìïñîíà

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ñèìïñîíà

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ìåòîäà Ñèìïñîíà áåç äîïîëíèòåëüíûõ òî÷åê ìîæíî ïîëó÷èòü

àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó íà èíòåðâàëàõ

εìåòîä =
f IV (z)h5

180
+ o(h5)

Ýòà îöåíêà òàêæå äîïóñêàåò ñòðîãîå îáîñíîâàíèå

εìåòîä ≤
M4h

5

180
,

à íà âñåì îòðåçêå [a, b]

εìåòîä ≤ (b − a)
M4h

4

180
Äîáàâëåíèå ñåðåäèí îòðåçêîâ ýôôåêòèâíî óìåíüøàåò h âäâîå

εìåòîä ≤ (b − a)
M4h

4

2880
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ñèìïñîíà

Ïîãðåøíîñòü ïðè íåäîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè f (x)

Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè íàëè÷èè ó ôóíêöèè

îïðåäåëåííîé ãëàäêîñòè, ìíîãèå îöåíêè òåðÿþò ñâîþ ñèëó ïðè íåäîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè

ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âûâîäèòü íîâûå îöåíêè ïîëüçóÿñü

¾óðåçàííûìè¿ ðÿäàìè Òåéëîðà, çàïèñàííûìè âïëîòü äî ïîñëåäíåé ñóùåñòâóþùåé

ïðîèçâîäíîé.

Íàïðèìåð, ìåòîä Ñèìïñîíà, ïðèìåíåííûé ê ôóíêöèè ñ íåîãðàíè÷åííîé 4é ïðîèçâîäíîé

äîïóñêàåò îöåíêó ïîãðåøíîñòè

εìåòîä ≤ (b − a)
M3h

3

36

âìåñòî

εìåòîä ≤ (b − a)
M4h

4

180
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ïðàâèëî Ðóíãå

Ïîäáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ

Àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ îøèáêè èíòåãðèðîâàíèÿ âèäà

ε = (b − a)
Mrh

r

C

íå âñåãäà óäîáíû, ïîñêîëüêó âåëè÷èíû Mr íå âñåãäà èçâåñòíû ëèáî âû÷èñëÿþòñÿ ñëèøêîì

ñëîæíî. Èíîãäà óäîáíåå îöåíèâàòü îøèáêó ïðÿìî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà.

Ïóñòü Ih � çíà÷åíèå èíòåãðàëà, âû÷èñëåííîå ïî íåêîòîðîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå

ïîðÿäêà p, à I ∗ � òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà. Òîãäà

Ih = I ∗ + chp,

ãäå c � íåêîòîðûé ìíîæèòåëü, êîòîðûé ñëàáî çàâèñèò îò h. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c �

êîíñòàíòà.
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ïðàâèëî Ðóíãå

Ïîäáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ

Íà ñåòêå ñ øàãîì h ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà èìååò ïîãðåøíîñòü chp:

Ih = I ∗ + chp, εh = chp.

Âîñïîëüçóåìñÿ òîé æå ñàìîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé, íî íà âäâîå áîëåå ìåëêîé ñåòêå:

Ih/2 = I ∗ + 2−pc ′hp ≈ I ∗ + 2−pchp, εh/2 ≈ 2−pεh

Çäåñü ðàâåíñòâî ïðèáëèæåííîå, â ñèëó ñëàáîé çàâèñèìîñòè c îò h.
Íà ïðàêòèêå çíà÷åíèÿ Ih, Ih/2 èçâåñòíû, à I ∗, εh, εh/2 � íåò. Íî ðàçíîñòü Ih − Ih/2 â
òî÷íîñòè ðàâíà ðàçíîñòè îøèáîê εh − εh/2:

∆h/2 = |Ih − Ih/2| = |εh − εh/2| ≈ (2p − 1)εh/2

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà îøèáêè èíòåãðèðîâàíèÿ

εh/2 =
|Ih − Ih/2|

2p − 1
.
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ïðàâèëî Ðóíãå

Ìû âûâåëè àïîñòåðèîðíóþ îøèáêó èíòåãðèðîâàíèÿ, â êîòîðóþ âõîäèò òîëüêî îäíà

âåëè÷èíà � ïîðÿäîê êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû p.

εh/2 =
|Ih − Ih/2|

2p − 1
.

Îäíàêî, ïðèìåíÿòü ýòó ôîðìóëó íóæíî ñ îñòîðîæíîñòüþ. Íå âñåãäà ôàêòè÷åñêèé ïîðÿäîê

ñõîäèìîñòè áóäåò ñîâïàäàòü ñ ôîðìàëüíûì ïîðÿäêîì ìåòîäà. Ïîëåçíî îáðàùàòü

âíèìàíèå íà âåëè÷èíó εh/εh/2. Îíà äîëæíà áûòü áëèçêà ê 2
p, òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü

÷òî ìåòîä äåéñòâèòåëüíî ñõîäèòñÿ ñ òðåáóåìûì ïîðÿäêîì.

Â ñëó÷àå, êîãäà ôàêòè÷åñêèé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåíüøå p, äàííàÿ ôîðìóëà

íåäîîöåíèâàåò ïîãðåøíîñòü.
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Ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ïðàâèëî Ðóíãå

Ïðàâèëî Ðóíãå

Íà îñíîâàíèè àïîñòåðèîðíîé ôîðìóëû Ðóíãå ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùèé ïðàêòè÷åñêèé

àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåãðèðîâàíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε:

1 Çàäàòü íåêîòîðûé êðóïíûé øàã h := h0 (íàïðèìåð, h0 =
b−a
10

)

2 Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ñ ýòèì øàãîì I1 := Ih

3 Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ñ ïîëîâèííûì øàãîì I2 := Ih/2

4 Ñîñòàâèòü ðàçíîñòü ∆ := |I1 − I2|

5 Åñëè ∆ < (2p + 1)ε, âçÿòü â êà÷åñòâå îòâåòà I2

6 Èíà÷å, ïîëîæèòü h := h/2, I1 := I2, è ïîâòîðèòü ñ øàãà 3. (Èíòåãðàë ñ íîâûì øàãîì

h � ýòî èíòåãðàë ñî ñòàðûì øàãîì h/2)

Ìîæíî äîïîëíèòåëüíî êîíòðîëèðîâàòü, ÷òîáû íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ∆

óìåíüøàëàñü â 2p ðàç.
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Áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè Ïðîáëåìû

Èíòåãðàëû îò áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé

Çàäà÷à

Âû÷èñëèòü ∫1
0

e−x2 sin 1000πxdx

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âûøåîïèñàííûõ ìåòîäîâ âîçíèêàþò ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:

• Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ 1000 ðàç ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå [0, 1]. Óçëîâ ñåòêè
íåîáõîäèìî íå ìåíüøå

• r-ÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò ìàêñèìóì ïîðÿäêà Mr ∼ (1000π)r .

• Çíà÷åíèå èíòåãðàëà íåáîëüøîå (≈ 2.012 · 10−4), à â âû÷èñëåíèÿõ ó÷àñòâóþò áîëüøèå
÷èñëà ðàçíîãî çíàêà

Â ñîâîêóïíîñòè, èç-çà ýòèõ ïðîáëåì ðàñ÷åò ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü äîëãèì è ñèëüíî íåòî÷íûì.
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Áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè Ïðîáëåìû

Èíòåãðàëû îò áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé

Çàäà÷à

Âû÷èñëèòü ∫1
0

e−x2 sin 1000πxdx

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âûøåîïèñàííûõ ìåòîäîâ âîçíèêàþò ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:

• Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ 1000 ðàç ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå [0, 1]. Óçëîâ ñåòêè
íåîáõîäèìî íå ìåíüøå

• r-ÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò ìàêñèìóì ïîðÿäêà Mr ∼ (1000π)r .

• Çíà÷åíèå èíòåãðàëà íåáîëüøîå (≈ 2.012 · 10−4), à â âû÷èñëåíèÿõ ó÷àñòâóþò áîëüøèå
÷èñëà ðàçíîãî çíàêà

Â ñîâîêóïíîñòè, èç-çà ýòèõ ïðîáëåì ðàñ÷åò ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü äîëãèì è ñèëüíî íåòî÷íûì.
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Áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè Ñïåöèàëüíûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ

Çàìåíà îãèáàþùåé

Çàìåíèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ íå ìíîãî÷ëåíîì, íî ôóíêöèåé îò êîòîðîé ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïîñ÷èòàòü èíòåãðàë.

Â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü Q(x) sin 1000πx , ãäå Q(x) - ìíîãî÷ëåí. Òàêàÿ
ôóíêöèÿ ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ.

Ïóñòü e−x2 = Q(x) + R(x), ãäå R(x) - íåáîëüøàÿ ôóíêöèÿ.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü òàêîé çàìåíû∫1
0

e−x2 sinωxdx −

∫1
0

Q(x) sinωxdx =

∫1
0

R(x) sinωxdx

∫1
0

R(x) sinωxdx = −
R(x) cosωx

ω

∣∣∣∣1
0

+

∫1
0

R ′(x)
cosωx

ω
dx
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Áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè Ñïåöèàëüíûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ

Çàìåíà îãèáàþùåé

Çàìåíèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ íå ìíîãî÷ëåíîì, íî ôóíêöèåé îò êîòîðîé ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïîñ÷èòàòü èíòåãðàë.

Â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü Q(x) sin 1000πx , ãäå Q(x) - ìíîãî÷ëåí. Òàêàÿ
ôóíêöèÿ ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ.

Ïóñòü e−x2 = Q(x) + R(x), ãäå R(x) - íåáîëüøàÿ ôóíêöèÿ.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü òàêîé çàìåíû∫1
0

e−x2 sinωxdx −

∫1
0

Q(x) sinωxdx =

∫1
0

R(x) sinωxdx

∫1
0

R(x) sinωxdx = −
R(x) cosωx

ω

∣∣∣∣1
0

+

∫1
0

R ′(x)
cosωx

ω
dx
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Áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè Ñïåöèàëüíûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ

Çàìåíà îãèáàþùåé

Çàìåíèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ íå ìíîãî÷ëåíîì, íî ôóíêöèåé îò êîòîðîé ìîæíî

àíàëèòè÷åñêè ïîñ÷èòàòü èíòåãðàë.

Â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü Q(x) sin 1000πx , ãäå Q(x) - ìíîãî÷ëåí. Òàêàÿ
ôóíêöèÿ ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ.

Ïóñòü e−x2 = Q(x) + R(x), ãäå R(x) - íåáîëüøàÿ ôóíêöèÿ.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü òàêîé çàìåíû∫1
0

e−x2 sinωxdx −

∫1
0

Q(x) sinωxdx =

∫1
0

R(x) sinωxdx

∫1
0

R(x) sinωxdx = −
R(x) cosωx

ω

∣∣∣∣1
0

+

∫1
0

R ′(x)
cosωx

ω
dx
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Áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè Ñïåöèàëüíûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ

Îöåíêà îøèáêè

Âîçüìåì â êà÷åñòâå Q(x) èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ôóíêöèè e−x2 . Ïðè ýòîì

ôóíêöèåé R(x) áóäåò îøèáêà èíòåðïîëÿöèè, êîòîðàÿ â òî÷êàõ 0 è 1 îáðàòèòñÿ â 0.∫1
0

R(x) sinωxdx = −
R(x) cosωx

ω

∣∣∣∣1
0

+

∫1
0

R ′(x)
cosωx

ω
dx

Òàê êàê R(0) = R(1) = 0 ∫1
0

R(x) sinωxdx =

∫1
0

R ′(x)
cosωx

ω
dx

εìåòîä =

∣∣∣∣∫1
0

R(x) sinωxdx

∣∣∣∣ ≤ 1

ω
max
x∈[0,1]

|R ′(x)|.

Äàæå ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè (n ∼ 5÷ 10) îöåíêà äëÿ èíòåãðàëà ìàëà

çà ñ÷åò ìíîæèòåëÿ 1
ω .
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Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû Îñîáåííîñòè

Èíòåãðèðîâàíèå îñîáåííîñòåé

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, òî åñòü èíòåãðàëà ñ

îñîáåííîñòüþ.

Çàäà÷à

Âû÷èñëèòü ∫b
a
f (x)dx

ïðè limx→a f (x) = ∞
Äðóãèå òèïû îñîáåííîñòåé ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ýòîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäÿùåé

çàìåíû ïåðåìåííîé.
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Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû Îñîáåííîñòè

Èíòåãðèðîâàíèå îñîáåííîñòåé

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, òî åñòü èíòåãðàëà ñ

îñîáåííîñòüþ.

Çàäà÷à

Âû÷èñëèòü ∫b
a
f (x)dx

ïðè limx→a f (x) = ∞

Äðóãèå òèïû îñîáåííîñòåé ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ýòîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäÿùåé

çàìåíû ïåðåìåííîé.
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Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû Îñîáåííîñòè

Èíòåãðèðîâàíèå îñîáåííîñòåé

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, òî åñòü èíòåãðàëà ñ

îñîáåííîñòüþ.

Çàäà÷à

Âû÷èñëèòü ∫b
a
f (x)dx

ïðè limx→a f (x) = ∞
Äðóãèå òèïû îñîáåííîñòåé ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ýòîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäÿùåé

çàìåíû ïåðåìåííîé.
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Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû Âûäåëåíèå îñîáåííîñòè

Óíèâåðñàëüíûé ìåòîä âûäåëåíèÿ îñîáåííîñòè

Èäåÿ ìåòîäà ïðîñòà � íóæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîèíòåãðèðîâàòü îñîáåííîñòü â îêðåñòíîñòè

òî÷êè a. Äëÿ ýòîãî â îêðåñòíîñòè òî÷êè a íóæíî ïðåäñòàâèòü ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ

â âèäå îòðåçêà ñòåïåííîãî ðÿäà.

Çà ïðåäåëàìè ýòîé îêðåñòíîñòè èíòåãðàë ñ÷èòàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ñòàíäàðòíûõ ñðåäñòâ

äëÿ íåîñîáûõ èíòåãðàëîâ.
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Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû Âûäåëåíèå îñîáåííîñòè

Óíèâåðñàëüíûé ìåòîä âûäåëåíèÿ îñîáåííîñòè

Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì èíòåãðàë ∫1
0

cos x√
x
dx

Ðàçîáüåì åãî íà äâà ∫1
0

cos x√
x
dx =

∫ δ
0

cos x√
x
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫1
δ

cos x√
x
dx︸ ︷︷ ︸

I2
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Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû Âûäåëåíèå îñîáåííîñòè

Óíèâåðñàëüíûé ìåòîä âûäåëåíèÿ îñîáåííîñòè

Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì èíòåãðàë ∫1
0

cos x√
x
dx

Ðàçîáüåì åãî íà äâà ∫1
0

cos x√
x
dx =

∫ δ
0

cos x√
x
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫1
δ

cos x√
x
dx︸ ︷︷ ︸

I2
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Àíàëèòè÷åñêèé ó÷åò îñîáåííîñòè

I1 =

∫ δ
0

cos x√
x
dx

cos x√
x
≈

1− x2

2
+ x4

24√
x

Ïðîèíòåãðèðóåì ðàçëîæåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

I1 ≈ 2
√
δ−

1

5
δ5/2 +

1

108
δ9/2

Ïðè ýòîì ñîâåðøàåòñÿ îøèáêà ïîðÿäêà ñëåäóþùåãî ñëàãàåìîãî â ðÿäå:

ε1 =
1

4680
δ13/2
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Îöåíêà îøèáêè âòîðîãî èíòåãðàëà

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ

(íàïðèìåð)

I2 =

∫1
δ

cos x√
x
dx

Îöåíêà äëÿ îøèáêè èíòåãðèðîâàíèÿ ó äàííîãî ìåòîäà

ε2 = (1− δ)
M2h

2

24
≈ M2h

2

24

Ïîñêîëüêó â îñîáåííîñòè â áåñêîíå÷íîñòü îáðàùàþòñÿ âñå ïðîèçâîäíûå, ìàêñèìóì

âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà îòðåçêå [δ, 1] áóäåò ëèáî áëèçîê ëèáî òî÷íî ðàâåí çíà÷åíèþ

ïðîèçâîäíîé â òî÷êå δ.

M2
[δ,1]

(
cos x√

x

)
≈ M2

[δ,1]

(
1√
x

)
=

3

4

1
√
x
5

∣∣∣
x=δ

=
3

4
δ−5/2
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Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà δ

Çàäàäèìñÿ òî÷íîñòüþ ε1 + ε2 = 10−6. Ïðè ýòîì íåò ñìûñëà âû÷èñëÿòü îäèí èíòåãðàë

òî÷íåå äðóãîãî, ε1 = ε2 = 5 · 10−7.
Âûáåðåì δ. Ýòî çíà÷åíèå íå äîëæíî áûòü áîëüøèì, èíà÷å ïîãðåøíîñòü çàìåíû ôóíêöèè

îòðåçêîì ðÿäà ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé. Òàêæå çíà÷åíèå íå äîëæíî áûòü ñëèøêîì

ìàëûì, èíà÷å çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè âåëèêè è ìîãóò âíîñèòü

ñóùåñòâåííóþ ïîãðåøíîñòü â âû÷èñëåíèÿ. Îïòèìàëüíûì äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ áóäåò

çíà÷åíèå δ = 0.3.
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Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà

Çíàÿ δ = 0.3, îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë I1 è åãî ïîãðåøíîñòü ε1:

I1 = 2
√
0.3−

1

5
0.35/2 +

1

108
0.39/2 ≈ 1.085627188, ε1 = 8.5 · 10−8

Òåïåðü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü øàã ñåòêè h äëÿ ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

h =
√

24ε2
M2
≈ 9 · 10−4

I2 = 0.72342125646

I = I1 + I2 = 1.809048445,

∫1
0

cos x√
x
dx = 1.809048476

Âû÷èñëåíèÿ ïîòðåáîâàëè 800 âû÷èñëåíèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.
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Èñêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè èç ôóíêöèè

Åñëè â ïðåäûäóùåì ìåòîäå äëÿ èçáàâëåíèÿ îò îñîáåííîñòè ìû ðàçáèâàëè îòðåçîê íà äâà

÷àñòè, òî â ýòîì ìåòîäå íà äâà ñëàãàåìûõ ðàçáèâàåòñÿ ñàìà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

∫b
a
f (x)dx =

∫b
a
ϕ(x)dx +

∫b
a
[f (x) −ϕ(x)]dx

Ôóíêöèÿ ϕ(x) âûáèðàåòñÿ èç òàêèõ óñëîâèé

• ϕ(x) èíòåãðèðóåòñÿ àíàëèòè÷åñêè

• f (x) −ϕ(x) íå ñîäåðæèò îñîáåííîñòè (îñîáåííîñòü âûäåëåíà â ϕ(x))

• f (x) −ϕ(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
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Ìèíèìàëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó ∫1
0

cos x√
x
dx =

∫1
0

ϕ(x)dx +

∫1
0

[
cos x√

x
−ϕ(x)

]
dx

Ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â ñòåïåííîé ðÿä

cos x√
x

=
1− x2

2
+ x4

24
+ . . .

√
x

Ñëàãàåìîå 1√
x
ïîëíîñòüþ ñîäåðæèò â ñåáå îñîáåííîñòü. Áåç íåãî ó ïîäûíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè íå áóäåò îñîáåííîñòè â òî÷êå 0.
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Ìèíèìàëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìîæíî ïîëîæèòü ϕ(x) = 1√
x
, g(x) = cos x−1√

x∫1
0

cos x√
x
dx =

∫1
0

1√
x
dx +

∫1
0

cos x − 1√
x

dx = 2+

∫1
0

cos x − 1√
x

dx

Ïðè äîîïðåäåëåíèè g(0) = 0 íîâàÿ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îñîáåííîñòè íå ñîäåðæèò.

Îäíàêî, åñëè ôîðìàëüíî îöåíèâàòü ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ñèìïñîíà èëè ìåòîäà

ïðÿìîóãîëüíèêîâ âîçíèêàåò äðóãàÿ òðóäíîñòü � ó ôóíêöèè íåîãðàíè÷åííà âòîðàÿ

ïðîèçâîäíàÿ

g(x) ∼ −
x2

2
√
x
, g ′′(x) ∼ −

3

8
√
x

Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

ε = (b − a)
M1h

4
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Ðåãóëÿðèçàöèÿ äî ãëàäêîñòè

À ìîæíî ñèëüíåå ðåãóëÿðèçîâàòü ôóíêöèþ f (x), äîïîëíèòåëüíî âû÷òÿ èç íåå íå

äèôôåðåíöèðóåìóþ äâàæäû ôóíêöèþ.

Ïîëîæèì ϕ(x) =
1− x2

2√
x
, u(x) =

cos x−1+ x2

2√
x

, u(0) = 0

∫1
0

cos x√
x
dx =

∫1
0

1− x2

2√
x

dx +

∫1
0

cos x − 1+ x2

2√
x

dx =
9

5
+

∫1
0

u(x)dx

u(x) ∼
x4

24
√
x
, u ′′(x) ∼

35x
√
x

96
, M2(u) <∞
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Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè

Èñïîëüçîâàíèå ïðàâèëà Ðóíãå

Îäíàêî, îöåíèâàòü M2 ñëîæíî, è òóò ïîìîãàåò ïðàâèëî Ðóíãå(â òàáëèöå ïðèâåäåíû

çíà÷åíèå èíòåãðàëà ñ ó÷åòîì àíàëèòè÷åñêîé äîáàâêè 9/5):

n Ih ∆h = |I2h − Ih| p = log2
∆2h
∆h

εh = ∆h
2p−1

10 1.8089908657 ? ? ?
20 1.8090340645 4.31988 · 10−5 ? ?
40 1.8090448724 1.08079 · 10−5 2.00 3.60629 · 10−6
80 1.8090475749 2.70251 · 10−6 2.00 9.01073 · 10−7
160 1.8090482506 6.75662 · 10−7 2.00 2.25236 · 10−7

Ìåòîä ñðåäíåé òî÷êè äåéñòâèòåëüíî ñõîäèòñÿ êàê ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè u.
Òî÷íîå çíà÷åíèå I ∗ = 1.8090484756. Ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ε = 10−6 èíòåãðàë áûë

ïîñ÷èòàí ñ èñïîëüçîâàíèåì 80 èíòåðâàëîâ íà îòðåçêå [0, 1].
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Öûáóëèí Èâàí

e-mail: tsybulin@crec.mipt.ru
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