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Èíòåðïîëÿöèÿ Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè

Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè

Çàäà÷à

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f (x) èçâåñòíà â òî÷êàõ {xk }
n
k=1: f (xk) = fk . Êàê

îïðåäåëèòü åå çíà÷åíèå â êàêîé-íèáóäü äðóãîé òî÷êå x∗ 6= xk?

Êîíå÷íî, áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé äàííàÿ çàäà÷à íåêîððåêòíà. Ôóíêöèÿ ìîæåò âåñòè

ñåáÿ â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó çàäàííûìè òî÷êàìè ïðîèçâîëüíî. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè

îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, èñõîäíóþ ôóíêöèþ ìîæíî äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðèáëèçèòü

ôóíêöèåé èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè

(xk , fk). Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿíòîì
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Èíòåðïîëÿöèÿ Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè

Òåðìèíîëîãèÿ

Ïîíÿòèÿ ¾óçåë¿, ¾ñåòêà¿, ¾øàã ñåòêè¿ âñòðå÷àþòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå î÷åíü

÷àñòî.

• Â îòíîøåíèè çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè, óçëàìè íàçûâàþòñÿ òî÷êè xk , òî åñòü òî÷êè, â
êîòîðûõ çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

• Ñåòêîé íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ óçëîâ. Øàãîì ñåòêè íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè.

• Øàã ìîæåò áûòü ïîñòîÿííûì (ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà) èëè ïåðåìåííûì (íåðàâíîìåðíàÿ

ñåòêà).
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Èíòåðïîëÿöèÿ Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè

Âèäû èíòåðïîëÿöèè

Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ñåìåéñòâà ôóíêöèé èíòåðïîëÿöèÿ áûâàåò

• àëãåáðàè÷åñêîé � èíòåðïîëÿíò ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò x

• òðèãîíîìåòðè÷åñêîé � èíòåðïîëÿíò ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

Qm(x) = a0 + a1 cos
2πx

L
+ b1 sin

2πx

L
+ · · ·+ am cos

2πmx

L
+ bm sin

2πmx

L

• ñïëàéíîâîé � èíòåðïîëÿíò ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííîé ôóíêöèåé. Íà êàæäîì

îòðåçêå [xk , xk+1] ñïëàéí ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, à â óçëàõ ñòàâÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå

óñëîâèÿ (íåïðåðûâíîñòü, ãëàäêîñòü è ò.ï.)
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Èíòåðïîëÿöèÿ Àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Áóäåì èñêàòü ìíîãî÷ëåí P(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò âñåì

ðàâåíñòâàì P(xk) = fk . Íåèçâåñòíûìè çäåñü áóäóò êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà aj .


a0 + a1x1 + a2x

2
1 + . . . = f1

a0 + a1x2 + a2x
2
2 + . . . = f2

...

a0 + a1xn + a2x
2
n + . . . = fn

1 x1 x21 . . . xn−11

1 x2 x22 . . . xn−12
...

1 xn x2n . . . xn−1n




a0
a1
...

an−1

 =


f1
f2
...

fn



Öûáóëèí Èâàí Èíòåðïîëÿöèÿ. Ñïëàéíû 5 / 38



Èíòåðïîëÿöèÿ Àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Áóäåì èñêàòü ìíîãî÷ëåí P(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò âñåì

ðàâåíñòâàì P(xk) = fk . Íåèçâåñòíûìè çäåñü áóäóò êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà aj .
a0 + a1x1 + a2x

2
1 + . . . = f1

a0 + a1x2 + a2x
2
2 + . . . = f2

...

a0 + a1xn + a2x
2
n + . . . = fn


1 x1 x21 . . . xn−11

1 x2 x22 . . . xn−12
...

1 xn x2n . . . xn−1n




a0
a1
...

an−1

 =


f1
f2
...

fn



Öûáóëèí Èâàí Èíòåðïîëÿöèÿ. Ñïëàéíû 5 / 38



Èíòåðïîëÿöèÿ Àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Áóäåì èñêàòü ìíîãî÷ëåí P(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò âñåì

ðàâåíñòâàì P(xk) = fk . Íåèçâåñòíûìè çäåñü áóäóò êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà aj .
a0 + a1x1 + a2x

2
1 + . . . = f1

a0 + a1x2 + a2x
2
2 + . . . = f2

...

a0 + a1xn + a2x
2
n + . . . = fn

1 x1 x21 . . . xn−11

1 x2 x22 . . . xn−12
...

1 xn x2n . . . xn−1n




a0
a1
...

an−1

 =


f1
f2
...

fn


Öûáóëèí Èâàí Èíòåðïîëÿöèÿ. Ñïëàéíû 5 / 38



Èíòåðïîëÿöèÿ Àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû

Çàäà÷à àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè, òàêèì îáðàçîì, ñâåëàñü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé

W =


1 x1 x21 . . . xn−11

1 x2 x22 . . . xn−12
...

1 xn x2n . . . xn−1n


Âîïðîñ

Êàê íàçûâàåòñÿ ýòà ìàòðèöà? ×åìó ðàâåí åå îïðåäåëèòåëü?

Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ

ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà è åå îïðåäåëèòåëü detW =
∏

i<j(xi − xj) 6= 0 ïðè xi 6= xj

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî çàäà÷à àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè âñåãäà èìååò ðåøåíèå, è ïðè ýòîì

åäèíñòâåííîå � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1.
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Èíòåðïîëÿöèÿ Àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Äðóãèå ìåòîäû

Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà-èíòåðïîëÿíòà ìîæíî íàéòè, ðåøèâ ÑËÀÓ. Îäíàêî,

ñóùåñòâóþò áîëåå ïðîñòûå è íàäåæíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, à èìåííî

• Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà

• Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà

Çàìå÷àíèå

Íåîáõîäèìî ïîíèìàòü, ÷òî èíòåðïîëÿíò îñòàåòñÿ âñå òåì æå åäèíñòâåííûì ìíîãî÷ëåíîì

ñòåïåíè n − 1, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç âñå òî÷êè (xk , fk). Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â ñïîñîáå

åãî ïîñòðîåíèÿ.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà ïðîùå ñòðîèòü íà ïðàêòèêå, íî

èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà îêàçûâàåòñÿ âåñüìà óäîáíûì äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî

èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ èíòåðïîëÿíòîâ.
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Èíòåðïîëÿöèÿ Ôîðìà Íüþòîíà

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Íüþòîíà
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êîíñòàíòå P(x) = f1.

2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåðïîëÿíò äëÿ ïåðâûõ k òî÷åê óæå ïîñòîðåí. Äîáàâëÿåì òî÷êó

(xk+1, fk+1). ×òîáû íå íàðóøèòü èíòåðïîëÿöèîííîå ñâîéñòâî, ê èíòåðïîëÿíòó íóæíî
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Ïðèìåð èíòåðïîëÿíòà â ôîðìå Íüþòîíà

Ïîñòðîèì èíòåðïîëÿíò ïî ñëåäóþùèì äàííûì

xk 1 2 4

fk 1 3 1

• Ïîëàãàåì P(x) = 1.

• Äîáàâëÿåì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ê P :

P = 1+ A(x − 1)

• Äîáàâëÿåì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

ê P :

P = 1+ 2(x − 1) + B(x − 1)(x − 2)
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Èíòåðïîëÿöèÿ Ôîðìà Íüþòîíà

Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè

Íüþòîí íàøåë âûðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ A â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ

ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè.

Ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü k-ãî ïîðÿäêà îáîçíà÷àåòñÿ êàê f (xp, xq, . . . , xs︸ ︷︷ ︸
k+1 àðãóìåíò

). Ðàçäåëåííûå

ðàçíîñòè íóëåâîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ñàìîé ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå

f (xk) = fk

Îñòàëüíûå ðàçíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî:

f (xp, xq, . . . , xr , xs) =
f (xq, . . . , xr , xs) − f (xp, xq, . . . , xr )

xs − xp

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ,

P(x) = f (x1) + f (x1, x2)(x − x1) + f (x1, x2, x3)(x − x1)(x − x2) + . . .
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Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé

Âû÷èñëåíèå ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé óäîáíî ïðîâîäèòü â âèäå òàáëèöû:

xk 1 2 4

f (xk) 1 3 1

f (xk , xk+1) 2 − 1

f (xk , xk+1, xk+2) − 1

f (xp, xq, . . . , xr , xs) =
f (xq, . . . , xr , xs) − f (xp, xq, . . . , xr )

xs − xp
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Èíòåðïîëÿöèÿ Ôîðìà Ëàãðàíæà

Áàçèñíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû

Çàäà÷à î áàçèñíîì èíòåðïîëÿöèîííîì ìíîãî÷ëåíå

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé âî âñåõ òî÷êàõ xk , êðîìå òî÷êè xj îáðàùàëñÿ
â 0, à â òî÷êå xj áûë ðàâåí 1

`j(xk) = δkj =

{
0, k 6= j

1, k = j

Ïîñêîëüêó ñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà n − 1, à xk , k 6= j � åãî êîðíè, òî ñàì ìíîãî÷ëåí

ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

`j(x) = A(x − x1)(x − x2) · · · (x − xj−1)(x − xj+1) · · · (x − xn)

Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì `j(xj) = 1

`j(x) =
(x − x1)(x − x2) · · · (x − xj−1)(x − xj+1) · · · (x − xn)

(xj − x1)(xj − x2) · · · (xj − xj−1)(xj − xj+1) · · · (xj − xn)
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Èíòåðïîëÿöèÿ Ôîðìà Ëàãðàíæà

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà

Èñïîëüçóÿ áàçèñíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà ëåãêî íàïèñàòü ÿâíîå

âûðàæåíèå äëÿ èíòåðïîëÿíòà â ôîðìå Ëàãðàíæà

P(x) =
n∑

j=1

`j(x)fj

Äåéñòâèòåëüíî,

P(xk) =
n∑

j=1

`j(xk)fj = `k(xk)fk = fk

Çàìåòèì, ÷òî áàçèñíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû `j(x) çàâèñÿò òîëüêî îò ñåòêè, à
íå îò çíà÷åíèé ôóíêöèè â óçëàõ. Åñëè ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü íåñêîëüêî çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè

íà îäíîé è òîé æå ñåòêå, òî ôîðìà Ëàãðàíæà ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíåå.
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íà îäíîé è òîé æå ñåòêå, òî ôîðìà Ëàãðàíæà ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíåå.
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Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

xk 1 2 4

fk 1 3 1

`1(x) =
(x − 2)(x − 4)

(1− 2)(1− 4)
=

1

3
(x − 2)(x − 4)

`2(x) =
(x − 1)(x − 4)

(2− 1)(2− 4)
=

1

2
(x − 1)(4− x)

`3(x) =
(x − 1)(x − 2)

(4− 1)(4− 2)
=

1

6
(x − 1)(x − 2)

Âîïðîñ

×åìó ðàâíà ñóììà `1(x) + `2(x) + `3(x) ?
`1(x) + `2(x) + `3(x) ≡ 1.

Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðåòü f (x) ≡ 1 è åå èíòåðïîëÿíò P(x)

Öûáóëèí Èâàí Èíòåðïîëÿöèÿ. Ñïëàéíû 14 / 38



Èíòåðïîëÿöèÿ Ôîðìà Ëàãðàíæà

Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

xk 1 2 4

fk 1 3 1

`1(x) =
(x − 2)(x − 4)

(1− 2)(1− 4)
=

1

3
(x − 2)(x − 4)

`2(x) =
(x − 1)(x − 4)

(2− 1)(2− 4)
=

1

2
(x − 1)(4− x)

`3(x) =
(x − 1)(x − 2)

(4− 1)(4− 2)
=

1

6
(x − 1)(x − 2)

Âîïðîñ

×åìó ðàâíà ñóììà `1(x) + `2(x) + `3(x) ?

`1(x) + `2(x) + `3(x) ≡ 1.

Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðåòü f (x) ≡ 1 è åå èíòåðïîëÿíò P(x)

Öûáóëèí Èâàí Èíòåðïîëÿöèÿ. Ñïëàéíû 14 / 38



Èíòåðïîëÿöèÿ Ôîðìà Ëàãðàíæà

Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

xk 1 2 4

fk 1 3 1

`1(x) =
(x − 2)(x − 4)

(1− 2)(1− 4)
=

1

3
(x − 2)(x − 4)

`2(x) =
(x − 1)(x − 4)

(2− 1)(2− 4)
=

1

2
(x − 1)(4− x)

`3(x) =
(x − 1)(x − 2)

(4− 1)(4− 2)
=

1

6
(x − 1)(x − 2)

Âîïðîñ

×åìó ðàâíà ñóììà `1(x) + `2(x) + `3(x) ?
`1(x) + `2(x) + `3(x) ≡ 1.

Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðåòü f (x) ≡ 1 è åå èíòåðïîëÿíò P(x)

Öûáóëèí Èâàí Èíòåðïîëÿöèÿ. Ñïëàéíû 14 / 38
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Ïðèìåð èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà

P(x) =
1

3
(x − 2)(x − 4) + 3

1

2
(x − 1)(4− x) +

1

6
(x − 1)(x − 2)
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Èíòåðïîëÿöèÿ Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè

Ïîãðåøíîñòü àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè

Ëîãè÷íûé âîïðîñ � íàñêîëüêî âîññòàíîâëåííàÿ ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèÿ (èíòåðïîëÿíò)

áëèçêà ê èñõîäíîé? Îíà â òî÷íîñòè ñ íåé ñîâïàäàåò â òî÷êàõ xk , íî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü
ïðî ðàçëè÷èÿ â ïðîìåæóòêàõ?

Òåîðåìà

Îøèáêà àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè äîïóñêàåò îöåíêó

|f (x) − P(x)| 6
|f (n)(ξ)|

n!
|ω(x)| 6

Mn

n!
|ω(x)|, x , ξ, xk ∈ [a, b],

ãäå ω(x) = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn)

×àñòü îøèáêè Mn
n! çàâèñèò òîëüêî îò âèäà ôóíêöèè, à âòîðàÿ ω(x) � òîëüêî îò

ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ èíòåðïîëÿöèè.
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Îøèáêà èíòåðïîëÿöèè íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

Ðàññìîòðè ðàâíîìåðíóþ ñåòêó xk = a + k−1
n−1 (b − a) Îöåíèì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

ôóíêöèè |ω(x)| íà íåé.

max
x∈[a,b]

|ω(x)| 6 (n − 1)!

(
b − a

n − 1

)n

≡ (n − 1)!hn,

ãäå ÷åðåç h îáîçíà÷åí øàã ñåòêè, òî åñòü b−a
n−1

Îòñþäà, ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îøèáêîé ìåòîäà, ðàâíà

εìåòîä =
Mn

n!
max
x∈[a,b]

|ω(x)| 6
Mn

n
hn

Îäíàêî, â îøèáêå ìåòîäà ôèãóðèðóåò ìàêñèìóì n-é ïðîèçâîäíîé, êîòîðûé ìîæåò ñèëüíî

ðàñòè ïðè óâåëè÷åíèè n.
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Èíòåðïîëÿöèÿ Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè

Èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèè Ðóíãå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

f (x) =
1

1+ 25x2
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Èíòåðïîëÿöèÿ Ðàñïîëîæåíèå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè

Îïòèìàëüíûé âûáîð óçëîâ èíòåðïîëÿöèè

Ïîñìîòðèì, íàñêîëüêî âîçìîæíî óìåíüøèòü îøèáêó èíòåðïîëÿöèè, òîëüêî çà ñ÷åò

âûáîðà óçëîâ xk . (Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìîæåì óçíàòü òîëüêî n çíà÷åíèé ôóíêöèè, íî â òåõ

òî÷êàõ, êîòîðûå íàì èíòåðåñíû).

Çàäà÷à ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ω(x) çà ñ÷åò âûáîðà xk .
Åñëè èñêàòü ìèíèìóì ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ω(x), òî òàêàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà

×åáûøåâûì(1881)∗

max
x∈[a,b]

|(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn)|→ min
xk

∗
×åáûøåâ Ï.Ë. Î ôóíêöèÿõ ìàëî óäàëÿþùèõñÿ îò íóëÿ ïðè íåêîòîðûõ âåëè÷èíàõ ïåðåìåííîé -

Ñïá.,1881
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Èíòåðïîëÿöèÿ Ðàñïîëîæåíèå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè

Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà

Ìíîãî÷ëåíîì ×åáûøåâà ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

Tn(x) = cos n arccos x = 2n−1xn + . . .

Îí ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèìñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêå [−1, 1] ñðåäè
ìíîãî÷ëåíîâ ñ òåì æå êîýôôèöèåíòîì ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè. ×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå

ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íåîáõîäèìî ýòîò ìíîãî÷ëåí îòìàñøòàáèðîâàòü è ïåðåâåñòè îòðåçîê

[−1, 1] â [a, b].

ω(x) = T̃n(x) =
(b − a)n

22n−1
cos n arccos

2x − a − b

b − a

max
x∈[a,b]

|ω(x)| =
(b − a)n

22n−1
=

hnnn

22n−1
≈ hnn!en

22n−1
√
2πn

= hnn!
(e
4

)n√ 2

πn

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò ðàâíîìåðíîé ñåòêè â áûñòðî óáûâàþùåì ïðè n→∞
ñîìíîæèòåëå

(
e
4

)n
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Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà
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x∈[a,b]

|ω(x)| =
(b − a)n

22n−1
=

hnnn

22n−1
≈ hnn!en

22n−1
√
2πn

= hnn!
(e
4

)n√ 2

πn

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò ðàâíîìåðíîé ñåòêè â áûñòðî óáûâàþùåì ïðè n→∞
ñîìíîæèòåëå

(
e
4

)n
Öûáóëèí Èâàí Èíòåðïîëÿöèÿ. Ñïëàéíû 20 / 38



Èíòåðïîëÿöèÿ Ðàñïîëîæåíèå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè

Ñåòêà èç íóëåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà
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2n
π
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Åñëè ôóíêöèÿ f (x) èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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Pn(x)⇒ f (x)
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Èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèè Ðóíãå íà ÷åáûøåâñêîé ñåòêå

f (x) =
1

1+ 25x2
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Èíòåðïîëÿöèÿ Ýêñòðàïîëÿöèÿ

Ýêñòðàïîëÿöèÿ

Äî ñèõ ïîð, ìû èçó÷àëè ïîâåäåíèå èíòåðïîëÿíòà â ïðåäåëàõ îòðåçêà, íà êîòîðîì çàäàíû

òî÷êè. Òàêæå ìîæíî ñòàâèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè çà ïðåäåëàìè

îòðåçêà, íàïðèìåð, ñïðîãíîçèðîâàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïî óæå èìåþùèìñÿ äàííûì.

Áîëüøàÿ ÷àñòü ôîðìàëüíûõ âûâîäîâ, â òîì ÷èñëå è ïîãðåøíîñòè ýêñòðàïîëÿöèè,

îäèí-ê-îäíîìó ïåðåíîñÿòñÿ èç èíòåðïîëÿöèè. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñøèðåíèè îòðåçêà

[a, b], äî îòðåçêà, â êîòîðûé âõîäèò òî÷êà x . Â ñâîþ î÷åðåäü, îöåíêè äëÿ ìàêñèìóìîâ

ôóíêöèè ω(x) ñèëüíî çàâèñÿò îò èçó÷àåìîãî îòðåçêà.
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Ýêñòðàïîëÿöèÿ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

Äëÿ îöåíêè îøèáêè ýêñòðàïîëÿöèè îñòàåòñÿ âåðíîé ôîðìóëà

εìåòîä 6
Mn

n!
|ω(x)|

Ïóñòü òî÷êà x ëåæèò ïðàâåå òî÷êè b íà δ: x = b + δ

ω(x) =
n−1∏
k=0

(δ+ kh) = hn
Γ
(
δ
h + n

)
Γ
(
δ
h

) ≈

{
hnn!, δ . h

δn, δ� h

Òî åñòü, ýêñòðàïîëÿöèÿ íà ðàññòîÿíèÿ ïîðÿäêà h èìååò ïîãðåøíîñòü, áëèçêóþ ê

ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè, íî ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò êîíöà îòðåçêà, îøèáêà ñòðåìèòåëüíî

ðàñòåò.
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Ýêñòðàïîëÿöèÿ íà ñåòêå èç íóëåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà

Â ýòîì ñëó÷àå îòêðûâàåòñÿ äðóãîå ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà.

Íàðÿäó ñ òåì, ÷òî íà äàííîé ñåòêå ôóíêöèÿ ω(x) íàèìåíåå îòêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ ñðåäè

âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòîì 1 ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè, ýòà ôóíêöèÿ ñòðåìèòåëüíåå

âñåõ îñòàëüíûõ ðàñòåò çà ïðåäåëàìè îòðåçêà [a, b].
Òàêèì îáðàçîì, ñåòêà èç íóëåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà îêàçûâàåòñÿ ñàìîé ïëîõîé â

ñìûñëå ïîãðåøíîñòè ýêñòðàïîëÿöèè � îöåíêà äëÿ îøèáêè ïðåâûøàåò îöåíêó äëÿ îøèáêè

íà ëþáîé äðóãîé ñåòêå.
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Èíòåðïîëÿöèÿ ×óâñòâèòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèè

×óâñòâèòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèè

Âîçüìåì 20 òî÷åê ôóíêöèè sin x è ÷óòü-÷óòü (íà äîëè ïðîöåíòà) ïîøåâåëèì çíà÷åíèå

ôóíêöèè â îäíîé èç íèõ

Ê ïåðâîìó êàäðó

Ê ïîñëåäíåìó êàäðó
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ôóíêöèè â îäíîé èç íèõ

Ê ïåðâîìó êàäðó

Ê ïîñëåäíåìó êàäðó
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Èíòåðïîëÿöèÿ ×óâñòâèòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèè

×óâñòâèòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèè

Âñïîìíèì âûðàæåíèå äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Ëàãðàíæà

P(x) =
n∑

j=1

fj`j(x)

¾Ïîøåâåëèâ¿ fk íà δfk , ìû òåì ñàìûì ¾ïîøåâåëèëè¿ èíòåðïîëÿíò íà

δP(x) =
n∑

j=1

(fj + δfj)`j(x) −
n∑

j=1

fj`j(x) =
n∑

j=1

δfj`j(x)

Ïîñêîëüêó êîíêðåòíîå íàïðàâëåíèå øåâåëåíèÿ (â áîëüøóþ èëè ìåíüøóþ ñòîðîíó) îáû÷íî

íåèçâåñòíî, à èçâåñòíî òîëüêî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå, ìîæíî íàïèñàòü îöåíêó

|δP(x)| 6
n∑

j=1

|δfj ||`j(x)|
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Èíòåðïîëÿöèÿ ×óâñòâèòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèè

Ôóíêöèÿ Ëåáåãà è êîíñòàíòà Ëåáåãà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå |δfk | îäèíàêîâû è ðàâíû δf :

|δP(x)| 6 δf
n∑

j=1

|`j(x)|

Ñóììà
∑n

j=1 |`j(x)| çàâèñèò òîëüêî îò ñåòêè, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëåáåãà ýòîé ñåòêè è

îáîçíà÷àåòñÿ L(x). Â ñëó÷àå, êîãäà èíòåðåñóåò ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå èíòåðïîëÿíòà ïî

âñåìó îòðåçêó, ââîäÿò ìàêñèìóì ôóíêöèè Ëåáåãà, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Ëåáåãà

è îáîçíà÷àåòñÿ L
|δP(x)| 6 L(x)δf

|δP | 6 max
x∈[a,b]

L(x)δf ≡ Lδf
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Èíòåðïîëÿöèÿ ×óâñòâèòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèè

Ôóíêöèÿ Ëåáåãà ðàâíîìåðíîé ñåòêè

Ðèñ. 1: Ïðè n = 5 êîíñòàíòà Ëåáåãà L ≈ 2.25

Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè êîíñòàíòà Ëåáåãà L ðàñòåò êàê L ∼ 2n

e(n−1) ln(n−1) .

Òàêæå âèäíî, ÷òî çà ïðåäåëàìè îòðåçêà ôóíêöèÿ Ëåáåãà ðàñòåò åùå áûñòðåå. Ýòî

îçíà÷àåò ÷òî çàäà÷à ýêñòðàïîëÿöèè êðàéíå ÷óâñòâèòåëüíà ê çàäàíèþ òî÷íûõ çíà÷åíèé â

óçëàõ.
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Èíòåðïîëÿöèÿ ×óâñòâèòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèè

Ôóíêöèÿ Ëåáåãà ðàâíîìåðíîé ñåòêè

Ðèñ. 1: Ïðè n = 10 êîíñòàíòà Ëåáåãà L ≈ 18

Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè êîíñòàíòà Ëåáåãà L ðàñòåò êàê L ∼ 2n

e(n−1) ln(n−1) .

Òàêæå âèäíî, ÷òî çà ïðåäåëàìè îòðåçêà ôóíêöèÿ Ëåáåãà ðàñòåò åùå áûñòðåå. Ýòî

îçíà÷àåò ÷òî çàäà÷à ýêñòðàïîëÿöèè êðàéíå ÷óâñòâèòåëüíà ê çàäàíèþ òî÷íûõ çíà÷åíèé â

óçëàõ.
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Èíòåðïîëÿöèÿ ×óâñòâèòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèè

Ôóíêöèÿ Ëåáåãà ðàâíîìåðíîé ñåòêè

Ðèñ. 1: Ïðè n = 20 êîíñòàíòà Ëåáåãà L ≈ 6000

Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè êîíñòàíòà Ëåáåãà L ðàñòåò êàê L ∼ 2n

e(n−1) ln(n−1) .

Òàêæå âèäíî, ÷òî çà ïðåäåëàìè îòðåçêà ôóíêöèÿ Ëåáåãà ðàñòåò åùå áûñòðåå. Ýòî

îçíà÷àåò ÷òî çàäà÷à ýêñòðàïîëÿöèè êðàéíå ÷óâñòâèòåëüíà ê çàäàíèþ òî÷íûõ çíà÷åíèé â

óçëàõ.
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Ôóíêöèÿ Ëåáåãà ðàâíîìåðíîé ñåòêè

Ðèñ. 1: Ïðè n = 20 êîíñòàíòà Ëåáåãà L ≈ 6000

Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè êîíñòàíòà Ëåáåãà L ðàñòåò êàê L ∼ 2n

e(n−1) ln(n−1) .

Òàêæå âèäíî, ÷òî çà ïðåäåëàìè îòðåçêà ôóíêöèÿ Ëåáåãà ðàñòåò åùå áûñòðåå. Ýòî

îçíà÷àåò ÷òî çàäà÷à ýêñòðàïîëÿöèè êðàéíå ÷óâñòâèòåëüíà ê çàäàíèþ òî÷íûõ çíà÷åíèé â

óçëàõ.
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Èíòåðïîëÿöèÿ ×óâñòâèòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèè

Ôóíêöèÿ Ëåáåãà ñåòêè èç íóëåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà

Ðèñ. 2: Ïðè n = 5 êîíñòàíòà Ëåáåãà L ≈ 1.6

Äëÿ ýòîé ñåòêè êîíñòàíòà Ëåáåãà L ðàñòåò êàê L ∼ 2
π ln n.

Èñïîëüçîâàíèå ñåòêè èç íóëåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ïîçâîëÿåò ñèëüíî ñíèçèòü

òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè çàäàíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ.
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Èíòåðïîëÿöèÿ ×óâñòâèòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèè

Ôóíêöèÿ Ëåáåãà ñåòêè èç íóëåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà

Ðèñ. 2: Ïðè n = 10 êîíñòàíòà Ëåáåãà L ≈ 2

Äëÿ ýòîé ñåòêè êîíñòàíòà Ëåáåãà L ðàñòåò êàê L ∼ 2
π ln n.

Èñïîëüçîâàíèå ñåòêè èç íóëåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ïîçâîëÿåò ñèëüíî ñíèçèòü

òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè çàäàíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ.
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Ôóíêöèÿ Ëåáåãà ñåòêè èç íóëåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà

Ðèñ. 2: Ïðè n = 20 êîíñòàíòà Ëåáåãà L ≈ 2.5

Äëÿ ýòîé ñåòêè êîíñòàíòà Ëåáåãà L ðàñòåò êàê L ∼ 2
π ln n.

Èñïîëüçîâàíèå ñåòêè èç íóëåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ïîçâîëÿåò ñèëüíî ñíèçèòü

òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè çàäàíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ.
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Ñïëàéíû

Ïðîáëåìû ãëîáàëüíîé èíòåðîëÿöèè

Ãëîáàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå óçëîâ íà÷èíàþò

èñïûòûâàòü ïðîáëåìû ïðè áûñòðîì ðîñòå êîíñòàíò Mn è âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíà ê

çàäàíèþ ôóíêöèè â óçëàõ.

Îäíî èç ðåøåíèé � ïðîâîäèòü íå ãëîáàëüíóþ, à ëîêàëüíóþ èíòåðïîëÿöèþ, ïî

íåáîëüøîìó êîëè÷åñòâó ñîñåäíèõ óçëîâ. Òàêîé èíòåðïîëÿíò íàçûâàåòñÿ ñïëàéíîì.

• Ñòåïåíüþ ñïëàéíà íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà íà êàæäîì îòðåçêå.

• Ãëàäêîñòüþ ñïëàéíà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ ó ôóíêöèè íà

âñåì îòðåçêå

• Äåôåêòîì ñïëàéíà íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó ñòåïåíüþ è ãëàäêîñòüþ ñïëàéíà.
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Ñïëàéíû

Ïðîáëåìû ãëîáàëüíîé èíòåðîëÿöèè

Ãëîáàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå óçëîâ íà÷èíàþò

èñïûòûâàòü ïðîáëåìû ïðè áûñòðîì ðîñòå êîíñòàíò Mn è âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíà ê

çàäàíèþ ôóíêöèè â óçëàõ.

Îäíî èç ðåøåíèé � ïðîâîäèòü íå ãëîáàëüíóþ, à ëîêàëüíóþ èíòåðïîëÿöèþ, ïî

íåáîëüøîìó êîëè÷åñòâó ñîñåäíèõ óçëîâ. Òàêîé èíòåðïîëÿíò íàçûâàåòñÿ ñïëàéíîì.

• Ñòåïåíüþ ñïëàéíà íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà íà êàæäîì îòðåçêå.

• Ãëàäêîñòüþ ñïëàéíà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ ó ôóíêöèè íà

âñåì îòðåçêå

• Äåôåêòîì ñïëàéíà íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó ñòåïåíüþ è ãëàäêîñòüþ ñïëàéíà.
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çàäàíèþ ôóíêöèè â óçëàõ.

Îäíî èç ðåøåíèé � ïðîâîäèòü íå ãëîáàëüíóþ, à ëîêàëüíóþ èíòåðïîëÿöèþ, ïî

íåáîëüøîìó êîëè÷åñòâó ñîñåäíèõ óçëîâ. Òàêîé èíòåðïîëÿíò íàçûâàåòñÿ ñïëàéíîì.

• Ñòåïåíüþ ñïëàéíà íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà íà êàæäîì îòðåçêå.

• Ãëàäêîñòüþ ñïëàéíà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ ó ôóíêöèè íà
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Ñïëàéíû

Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ïðîñòåéøàÿ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ � êóñî÷íî ëèíåéíàÿ. Ôóíêöèÿ íà

êàæäîì îòðåçêå ïðèáëèæàåòñÿ ëèíåéíîé.

Ñòåïåíü � 1

Ãëàäêîñòü � 0

Äåôåêò � 1
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Ñïëàéíû

Êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ïîñòðîèì íà êàæäîì îòðåçêå ïàðàáîëó ïî òðåì áëèæàéøèì òî÷êàì.

Ñòåïåíü � 2

Ãëàäêîñòü � 0

Äåôåêò � 2
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Ñïëàéíû

Ãëàäêàÿ êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ïîñòðîèì ïî òðåì ïåðâûì òî÷êàì ïàðàáîëó, à íà ñëåäóþùèõ îòðåçêàõ áóäåì ñòîèòü

ïàðàáîëó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç êîíöû îòðåçêà è ãëàäêî ïðîäîëæàþùóþ ïàðàáîëó íà

ïðåäûäóùåì îòðåçêå.

Ïóñòü Pk(x) = akx
2 + bkx + c , qk = P ′k−1(xk)

akx
2
k + bkxk + ck = fk

akx
2
k+1 + bkxk+1 + ck = fk+1

2akxk + bk = qk

Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñïëàéíû ëþáîé ñòåïåíè ñ äåôåêòîì 1. ×àñòíûé ñëó÷àé

ñòåïåíè 3 íàçûâàåòñÿ ñïëàéíîì Øîíáåðãà.
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Ñïëàéíû

Ãëàäêàÿ êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ñòåïåíü � 2

Ãëàäêîñòü � 1

Äåôåêò � 1

Óäàëîñü äîáèòüñÿ ãëàäêîñòè ñïëàéíà, íî ïðè ýòîì èñ÷åçëî ñâîéñòâî ëîêàëüíîñòè: ïðè

èçìåíåíèè êàêîãî-íèáóäü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èçìåíÿåòñÿ âåñü ñïëàéí. Êîíå÷íî, èçìåíåíèå

íå òàêîå áîëüøîå, êàê ïðè ãëîáàëüíîé èíòåðïîëÿöèè, íî õîòåëîñü áû îò íåãî èçáàâèòüñÿÖûáóëèí Èâàí Èíòåðïîëÿöèÿ. Ñïëàéíû 35 / 38



Ñïëàéíû

Ëîêàëüíûå ãëàäêèå ñïëàéíû

Âîçüìåì çà îñíîâó íåãëàäêèé ñïëàéí P(x)(íàïðèìåð êóñî÷íî-ëèíåéíûé). Íà êàæäîì

îòðåçêå áóäåì èñêàòü êóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó Qk(x), êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç åãî êîíöû, íà

ëåâîì êîíöå ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ P ′(xk + 0), à íà ïðàâîì � ñ P ′(xk+1 + 0). Òàêèì
îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ñïëàéíà áóäåò íåïðåðûâíîé, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåðïîëÿíòà íà

îòðåçêå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî 3 áëèæàéøèå òî÷êè
Q ′k(xk) = fk−fk−1

xk−xk−1

Q ′k(xk+1) = fk+1−fk
xk+1−xk

Qk(xk) = fk
Qk(xk+1) = fk+1

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñòðîèòü ëîêàëüíûå ñïëàéíû ñòåïåíè 2s + 1 ïðè ãëàäêîñòè s.
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Ñïëàéíû

Ãëàäêàÿ ëîêàëüíàÿ êóñî÷íî-êóáè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ñòåïåíü � 3

Ãëàäêîñòü � 1

Äåôåêò � 2

Ñïëàéí ïîëó÷èëñÿ ãëàäêèé è ñîõðàíèë ñâîéñòâî ëîêàëüíîñòè. Òàêèå ëîêàëüíûå ñïëàéíû

íàçûâàþòñÿ ñïëàéíàìè Â.Ñ. Ðÿáåíüêîãî.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Öûáóëèí Èâàí

e-mail: tsybulin@crec.mipt.ru
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