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Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Çàäà÷à Êîøè

Äàíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 1ãî ïîðÿäêà è íà÷àëüíîå óñëîâèå

dy(t)

dt
= G(t, y(t))

y(0) = y0

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå y(t) ïðè t ∈ [0,T ]
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû

• Ìåòîäû Àäàìñà îòíîñÿòñÿ ê ìíîãîøàãîâûì ìåòîäàì. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ un+1

â ìîìåíò tn+1 èñïîëüçóåòñÿ ¾èñòîðèÿ¿, òî åñòü çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â ìîìåíòû

âðåìåíè tn, tn−1, . . . , tn−s+1. Ãîâîðÿò, ÷òî òàêîé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ s-øàãîâûì.

• Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû îòíîñÿòñÿ ê îäíîøàãîâûì ìåòîäàì, òî åñòü îíè ïîçâîëÿþò ïî

çíà÷åíèþ ðåøåíèÿ un âû÷èñëèòü çíà÷åíèå â ñëåäóþùåé òî÷êå un+1.

Êàæäûé øàã ìåòîäà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñòàäèé, íà êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ

âñïîìîãàòåëüíûå íàêëîíû k. Âû÷èñëåíèå íàêëîíîâ â ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ

ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìåòîä ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì

àïïðîêñèìàöèè.
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû

Êàæäûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ aij , bj , ci . Îäèí øàã

ìåòîäà ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

k1 = G(tn + c1τ ,un + τ

s∑
j=1

a1jkj)

...

ks = G(tn + csτ ,un + τ

s∑
j=1

asjkj)

un+1 − un
τ

=
s∑

j=1

bjkj

tn tn +
τ
2

tn+1 t

y

un

un+1/2

un+1

k1 = G(tn,un)

k2 = G
(
tn +

τ

2
,un +

τ

2
k1

)
un+1 − un

τ
= k2
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäàìè Ðóíãå-Êóòòû

Íèæå ïîêàçàíû ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè òåëà â ïîëå òÿæåñòè, ðàññ÷èòàííûå

ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè Ðóíãå-Êóòòû ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì äëèíû øàãà ïî âðåìåíè

äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òî÷íîñòè ε = 10−4. Òî÷êàìè îòìå÷åí êàæäûé ïÿòûé øàã ïî âðåìåíè.

Ðèñ. 1: Ìåòîä Ýéëåðà, 3860 øàãîâ
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäàìè Ðóíãå-Êóòòû

Íèæå ïîêàçàíû ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè òåëà â ïîëå òÿæåñòè, ðàññ÷èòàííûå

ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè Ðóíãå-Êóòòû ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì äëèíû øàãà ïî âðåìåíè

äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òî÷íîñòè ε = 10−4. Òî÷êàìè îòìå÷åí êàæäûé ïÿòûé øàã ïî âðåìåíè.

Ðèñ. 1: ßâíûé ìåòîä öåíòðàëüíîé òî÷êè, 402(∼ 804) øàãîâ
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäàìè Ðóíãå-Êóòòû

Íèæå ïîêàçàíû ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè òåëà â ïîëå òÿæåñòè, ðàññ÷èòàííûå

ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè Ðóíãå-Êóòòû ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì äëèíû øàãà ïî âðåìåíè

äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òî÷íîñòè ε = 10−4. Òî÷êàìè îòìå÷åí êàæäûé ïÿòûé øàã ïî âðåìåíè.

Ðèñ. 1: Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà, 70(∼ 280) øàãîâ
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Òàáëèöà Áóò÷åðà

Êîýôôèöèåíòû aij , bj , ci óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû Áóò÷åðà

c1 a11 a12 . . . a1s
c2 a21 a22 . . . a2s
...

. . .

cs as1 as2 . . . ass
b1 b2 . . . bs

Íàïðèìåð, ÿâíîìó ìåòîäó ñðåäíåé òî÷êè ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà

0 0 0
1
2

1
2

0

0 1
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Òàáëèöà Áóò÷åðà

Êîýôôèöèåíòû aij , bj , ci óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû Áóò÷åðà

c1 a11 a12 . . . a1s
c2 a21 a22 . . . a2s
...

. . .

cs as1 as2 . . . ass
b1 b2 . . . bs

Íàïðèìåð, ÿâíîìó ìåòîäó ñðåäíåé òî÷êè ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà

0 0 0
1
2

1
2

0

0 1
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Îáùèå ïîëîæåíèÿ

ßâíûå, ïîëóÿâíûå è íåÿâíûå ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû

Â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ aij âû÷èñëåíèÿ íàêëîíîâ ki ìîãóò ïðîèñõîäèòü

ïî-ðàçíîìó.

• Åñëè ìàòðèöà aij èìååò íåíóëåâûå ýëåìåíòû íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè (aij = 0, i ≥ j),
òî ìåòîä íàçûâàåòñÿ ÿâíûì. Ïðè ýòîì âñå íàêëîíû ki âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç

ïðåäûäóùèå áåç íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü óðàâíåíèÿ.

• Åñëè ìàòðèöà aij èìååò íåíóëåâûå ýëåìåíòû è íà ãëàâíîé äèàãîíàëè (aij = 0, i > j),
òî ìåòîä íàçûâàåòñÿ ïîëóÿâíûì. Ïðè ýòîì âñå íàêëîíû ki âû÷èñëÿþòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíî èç óðàâíåíèé.

• Èíà÷å, ìåòîä íàçûâàåòñÿ íåÿâíûì, è íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âñåõ

ki îäíîâðåìåííî.
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Ðàçëîæåíèå íàêëîíîâ

Ïîñêîëüêó ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè, ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ìåòîäà, ïðè êîòîðîì îí èìååò îïðåäåëåííûé

ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Íàéäåì óñëîâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, äëÿ ýòîãî

ïîäñòàâèì un = [y]n, ãäå y(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

ki = G(tn + ciτ, [y]n + τ
∑s

j=1
aijkj) =

= [G]n + τci [Gt ]n + τ
∑s

j=1
aij [Gy ]nkj + O(τ2) =

= [G]n + τci [Gt ]n + τ
∑s

j=1
aij [Gy ]n

(
[G]n + O(τ)

)
+ O(τ2) =

= [G]n + τci [Gt ]n + τ
∑s

j=1
aij [Gy ]n[G]n + O(τ2)
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Óñëîâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà

Âûðàçèì ïðîèçâîäíûå y′ è y′′ èç óðàâíåíèÿ: [y′]n = [G]n, [y′′] = [Gt + GyG]n

ki = [G]n + τci [Gt ]n + τ

s∑
j=1

aij [Gy ]n[G]n + O(τ2)

s∑
j=1

bjkj =
s∑

j=1

bj [G]n + τ

s∑
j=1

bjcj [Gt ]n + τ

s∑
i ,j=1

biaij [Gy ]n[G]n

[y]n+1 − [y]n
τ

= [G]n +
τ

2
[Gt ]n +

τ

2
[Gy ]n[G]n + O(τ2)

Óñëîâèå 1-ãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè:

s∑
j=1

bj = 1.

Óñëîâèÿ 2-ãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè:

s∑
j=1

bjcj =
s∑

i ,j=1

biaij =
1

2
.
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Óñëîâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà

Âûðàçèì ïðîèçâîäíûå y′ è y′′ èç óðàâíåíèÿ: [y′]n = [G]n, [y′′] = [Gt + GyG]n

ki = [G]n + τci [Gt ]n + τ

s∑
j=1

aij [Gy ]n[G]n + O(τ2)

s∑
j=1

bjkj =
s∑

j=1

bj [G]n + τ

s∑
j=1

bjcj [Gt ]n + τ

s∑
i ,j=1

biaij [Gy ]n[G]n

[y]n+1 − [y]n
τ

= [G]n +
τ

2
[Gt ]n +

τ

2
[Gy ]n[G]n + O(τ2)

Óñëîâèå 1-ãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè:

s∑
j=1

bj = 1.

Óñëîâèÿ 2-ãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè:

s∑
j=1

bjcj =
s∑

i ,j=1

biaij =
1

2
.
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Àâòîíîìèçàöèÿ

Êàæäîé íåàâòîíîìíîé çàäà÷å Êîøè

dy

dt
= g(t, y)

y
∣∣
t=0

= y0

ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ýêâèâàëåíòíóþ àâòîíîìíóþ çàäà÷ó

dt

ds
= 1

dy

ds
= g(t, y)

t
∣∣
s=0

= 0

y
∣∣
s=0

= y0.

dY

ds
= G(Y)

Y
∣∣
s=0

= Y0

Y = (t, y)T

G = (1, g)T.
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Ïðàâèëî Êóòòû

Ïðèìåíèì ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ê àâòîíîìíîé ñèñòåìå (çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ci äëÿ
àâòîíîìíîé ñèñòåìû íå èñïîëüçóþòñÿ)

dY

ds
= G(Y)

Y
∣∣
s=0

= Y0.

Íàêëîíû âû÷èñëÿþòñÿ ïî óïðîùåííûì ôîðìóëàì (áåç ÿâíîãî âðåìåíè)

Ki = G(Un + τ
∑
j

aijKj) =

(
1

g(Un + τ
∑

j aijKj)

)
≡
(
1

kj

)
Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âñåõ Ki âñåãäà ðàâíà 1.

Un + τ
∑
j

aijKi =

(
tn + τ

∑
j aij

un + τ
∑

j aijkj

)
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Ïðàâèëî Êóòòû

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû ê àâòîíîìíîé ñèñòåìå

dY

ds
= G(Y)

Y
∣∣
s=0

= Y0.

ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòû äëÿ ñèñòåìû

dy

dt
= g(t, y)

y
∣∣
t=0

= y0.

ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ ci â íåì ñòîÿò âåëè÷èíû
∑

j aij . Ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî åñëè èìååòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû, èìåþùèé p-é ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íà

àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ óðàâíåíèé, óíèâåðñàëüíûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû òîãî æå ïîðÿäêà

ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî, åñëè ïîëîæèòü ci =
∑

j aij . Ïîñëåäíåå óñëîâèå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì

Êóòòû.
Öûáóëèí È.Â. Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû 12 / 34



×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Íàìíîãî ïðîùå âûâîäèòü óñëîâèÿ ïîðÿäêà äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

îòñóòñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè.

ki = G([y]n + τ
∑
j

aijkj) = [G]n + τ [Gy ]n
∑
j

aijkj +
τ2

2
[Gyy ]n

∑
j

aijkj
∑
`

ai`k`+

+
τ3

6
[Gyyy ]n

∑
j

aijkj
∑
`

ai`k`
∑
m

aimkm + O(τ4).

Çàïèñü [Gyyy ]ξηζ ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ñâåðòêó

[Gyyy ]ξηζ =
∑
j ,`,m

∂3Gi

∂yj∂y`∂ym
ξjη`ζm.

Â îáùåì ñëó÷àå, çà ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà q ñëåäóåò q âåêòîðîâ, ñ êîòîðîé îíà

ñâîðà÷èâàåòñÿ. Èç-çà ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîðÿäîê âåêòîðîâ íå âàæåí.
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Èç ðàçëîæåíèÿ äî ïîðÿäêà O(τ4)

ki = [G]n + τ
∑
j

aij [Gy ]kj +
τ2

2

∑
j`

aijai`[Gyy ]kjk` +
τ3

6

∑
j`m

aijai`aim[Gyyy ]kjk`km + O(τ4).

îòáðàñûâàíèåì ñòåïåíåé ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ãðóáûå ðàçëîæåíèÿ

ki = [G]n + τ
∑
j

aij [Gy ]kj +
τ2

2

∑
j`

aijai`[Gyy ]kjk` + O(τ3) (1)

ki = [G]n + τ
∑
j

aij [Gy ]kj + O(τ2) (2)

ki = [G]n + O(τ) (3)

Ïîäñòàâèì (3) â (2):

ki = [G]n + τ
∑

j aij [Gy ]n([G]n + O(τ)) + O(τ2) = [G]n + τ
∑

j aij [GyG]n + O(τ2)
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïîñòåïåííî èçáàâëÿåìñÿ îò ki â ïðàâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèé

ki = [G]n + O(τ) (4)

ki = [G]n + τ
∑
j

aij [GyG]n + O(τ2) (5)

ki = [G]n + τ
∑
j

aij [Gy ]nkj +
τ2

2

∑
j`

aijai`[Gyy ]nkjk` + O(τ3) (6)

Â ïðîèçâåäåíèè [Gyy ]nkjk` èç (6) âåëè÷èíû kj u k` ìîãóò áûòü âçÿòû ñ ïîãðåøíîñòüþ

O(τ), òàê êàê óìíîæàþòñÿ íà τ2, à âåëè÷èíà [Gy ]nkj òðåáóåò çíà÷åíèÿ kj ñ òî÷íîñòþ äî

O(τ2) òàê êàê óìíîæàåòñÿ âñåãî ëèøü íà ïåðâóþ ñòåïåíü τ .

Öûáóëèí È.Â. Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû 15 / 34



×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïîñòåïåííî èçáàâëÿåìñÿ îò ki â ïðàâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèé. Âåëè÷èíû âèäà
∑

j aij ñðàçó
äëÿ êðàòêîñòè çàìåíèì íà ci :

ki = [G]n + O(τ)

ki = [G]n + τ
∑
j

aij [GyG]n + O(τ2) = [G]n + τci [GyG]n + O(τ2)

ki = [G]n + τ
∑
j

aij [Gy ]nkj +
τ2

2

∑
j`

aijai`[Gyy ]nkjk` + O(τ3) = [G]n+

τ
∑
j

aij [Gy ]n([G]n+τci [GyG]n+O(τ2))+
τ2

2

∑
j`

aijai`[Gyy ]n([G]n+O(τ))([G]n+O(τ))+O(τ3) =

= [G]n + ciτ [GyG]n + τ2
∑
j

aijcj [GyGyG]n +
τ2c2i
2

[GyyGG]n + O(τ3)
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Íà äàííûé ìîìåíò ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèÿ ki äî òðåòüåãî ïîðÿäêà:

ki = [G]n + O(τ)

ki = [G]n + τci [GyG]n + O(τ2)

ki = [G]n + τci [GyG]n + τ2
∑
j

aijcj [GyGyG]n +
τ2c2i
2

[GyyGG]n + O(τ3)

Ïðîäåëûâàÿ àíàëîãè÷íûå ïîäñòàíîâêè â ðàçëîæåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì

ki = [G]n+τci [GyG]n+τ2
∑
j

aijcj [GyGyG]n+
τ2c2i
2

[GyyGG]n+τ3
∑
j`

aijaj`c`[GyGyGyG]n+

+
τ3

2

∑
j

aijc
2
j [GyGyyGG]n + τ3ci

∑
j

aijcj [GyyGyGG]n +
τ3

6
c3i [GyyyGGG]n + O(τ4).

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ó÷òåíî, ÷òî [Gyy (GyG)G]n = [GyyG(GyG)]n èç-çà ñèììåòðèè Gyy .
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Â âûðàæåíèè

ki = [G]n+τci [GyG]n+τ2
∑
j

aijcj [GyGyG]n+
τ2c2i
2

[GyyGG]n+τ3
∑
j`

aijaj`c`[GyGyGyG]n+

+
τ3

2

∑
j

aijc
2
j [GyGyyGG]n + τ3ci

∑
j

aijcj [GyyGyGG]n +
τ3

6
c3i [GyyyGGG]n + O(τ4).

èìåþòñÿ 8 ðàçíûõ ïðîèçâåäåíèé, ñîæåðæàùèõ G è åå ïðîèçâîäíûå. Ñîáåðåì

êîýôôèöèåíòû ïåðåä íèìè â òàáëèöó:

G τGyG τ2GyGyG τ2GyyGG τ3GyGyGyG τ3GyGyyGG τ3GyyGyGG τ3GyyyGGG∑
i biki

∑
i bi

∑
i bici

∑
ij biaijcj

∑
i bi

c2i
2

∑
ij` biaijaj`c`

∑
j biaij

c2j
2

∑
ij biciaijcj

∑
i bi

c3i
6
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

G τGyG τ2GyGyG τ2GyyGG τ3GyGyGyG τ3GyGyyGG τ3GyyGyGG τ3GyyyGGG∑
i biki

∑
i bi

∑
i bici

∑
ij biaijcj

∑
i bi

c2i
2

∑
ij` biaijaj`c`

∑
j biaij

c2j
2

∑
ij biciaijcj

∑
i bi

c3i
6

Ðàçëîæèì àíàëîãè÷íî [y]n+1−[y]n
τ :

[y]n+1 − [y]n
τ

= [y′]n +
τ

2
[y′′]n +

τ2

6
[y′′′]n +

τ3

24
[yIV ]n + O(τ4)

è ó÷òåì, ÷òî

y′(t) = G(y(t)) = G

y′′(t) =
d

dt
G(y(t)) = Gyy

′(t) = GyG

y′′′(t) = (GyG)′ = GyyGG + GyGyG

yIV (t) = (GyyGG + GyGyG)′ = GyyyGGG + 3GyyGyGG + GyGyyGG + GyGyGyG
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Äîïèøåì â òàáëèöó êîýôôèöèåíòû ðàçîæåíèÿ [y]n+1−[y]n
τ

G τGyG τ2GyGyG τ2GyyGG τ3GyGyGyG τ3GyGyyGG τ3GyyGyGG τ3GyyyGGG∑
i biki

∑
i bi

∑
i bici

∑
ij biaijcj

∑
i bi

c2i
2

∑
ij` biaijaj`c`

∑
j biaij

c2j
2

∑
ij biciaijcj

∑
i bi

c3i
6

[y]n+1−[y]n
τ

1
1
2

1
6

1
6

1
24

1
24

3
24

1
24

Èç ýòîé òàáëèöû ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðèðàâíÿòü âûðàæåíèÿ âî âòîðîé ñòðîêå ñî çíà÷åíèÿìè òðåòüåé.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîðÿäêà p íóæíî îñòàâèòü òîëüêî ñòîëáöû ñ τq ãäå q < p.

O(τ)
∑

i bi = 1

O(τ2)
∑

i bici = 1/2

O(τ3)
∑

ij biaijcj = 1/6

O(τ3)
∑

i bic
2
i = 1/3

O(τ4)
∑

ij` biaijaj`c` = 1/24

O(τ4)
∑

ij biaijc
2
j = 1/12

O(τ4)
∑

ij biciaijcj = 1/8

O(τ4)
∑

i bic
3
i = 1/4
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Àïïðîêñèìàöèÿ

Áàðüåðû Áóò÷åðà

Áóò÷åð äîêàçàë íåñêîëüêî òåîðåì î ñâÿçè ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è êîëè÷åñòâà ñòàäèé ó

ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû. ßâíûå ìåòîäû ñ s < 5 ñòàäèÿìè ìîãóò èìåòü ïîðÿäîê íå âûøå s,
íî ïîñëå s = 5 ñòàäèé íàñòóïàåò, òàê íàçûâàåìûé, ïåðâûé áàðüåð Áóò÷åðà, è ïîðÿäîê

àïïðîêñèìàöèè íå ïðåâûøàåò s − 1. Ïðè óâåëè÷åíèè s âîçíèêàþò âñå íîâûå áàðüåðû,
ïîíèæàþùèå ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

Îäíàêî, äëÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ îãðàíè÷åíèå íå òàêîå ñòðîãîå. Íàïðèìåð åñòü ñåìåéñòâî

ìåòîäîâ (Ãàóññà), ó êîòîðûõ ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè 2s ïðè ëþáîì ÷èñëå ñòàäèé.
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×èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ Óñòîé÷èâîñòü

Óñòîé÷èâîñòü

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ÎÄÓ G (t, y) ëèïøèöåâà ïî y ñ êîíñòàíòîé L

‖G(t, y)− G(t, v)‖ ≤ L‖y − v‖,

òî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîíñòàíòà óñòîé÷èâîñòè äëÿ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû ïîðÿäêà

C ∼ exp{O(L)T}. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ê

ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è.

Íî â ñëó÷àÿõ, êîãäà LT � 1 êîíñòàíòà óñòîé÷èâîñòè ñòàíîâèòñÿ îãðîìíîé. Âñïîìíèì,

÷òî îøèáêà ñõîäèìîñòè ñâÿçàíà ñ îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè ñîîòíîøåíèåì

εñõ = Cεàïïð(τ).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìàëóþ îøèáêó ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìî âûáèðàòü î÷åíü

ìàëåíüêèé øàã ïî âðåìåíè τ .
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêîñòü

Æåñòêèå çàäà÷è

Æåñòêèå ñèñòåìû ÎÄÓ îïèñûâàþò, êàê ïðàâèëî, îäíîâðåìåííî ïðîõîäÿùèå î÷åíü

áûñòðûå è î÷åíü ìåäëåííûå ïðîöåññû. Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

áûâàþò ðàçëè÷èÿ â ñêîðîñòÿõ ðåàêöèé äî 1015 ðàç.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áûñòðî

ïðîòåêàþùèå ïðîöåññû, äàæå áûñòðî çàêîí÷èâøèñü, ïðîäîëæàþò âëèÿòü íà ÷èñëåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è, âûíóæäàÿ ðàññ÷èòûâàòü ðåøåíèå ñ î÷åíü ìàëûì øàãîì ïî âðåìåíè, ãäå

ýòî, êàçàëîñü áû, ñîâåðøåííî íå òðåáóåòñÿ (ðåøåíèå äîâîëüíî ãëàäêîå).
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêîñòü

Æåñòêèå çàäà÷è

Æåñòêèå ñèñòåìû ÎÄÓ îïèñûâàþò, êàê ïðàâèëî, îäíîâðåìåííî ïðîõîäÿùèå î÷åíü

áûñòðûå è î÷åíü ìåäëåííûå ïðîöåññû. Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

áûâàþò ðàçëè÷èÿ â ñêîðîñòÿõ ðåàêöèé äî 1015 ðàç. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áûñòðî

ïðîòåêàþùèå ïðîöåññû, äàæå áûñòðî çàêîí÷èâøèñü, ïðîäîëæàþò âëèÿòü íà ÷èñëåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è, âûíóæäàÿ ðàññ÷èòûâàòü ðåøåíèå ñ î÷åíü ìàëûì øàãîì ïî âðåìåíè, ãäå

ýòî, êàçàëîñü áû, ñîâåðøåííî íå òðåáóåòñÿ (ðåøåíèå äîâîëüíî ãëàäêîå).
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Ïðèìåð æåñòêîé çàäà÷è

Ïîëå ðåøåíèé æåñòêîé çàäà÷è

Ïîëå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

ẋ = −0.5x + 20y

ẏ = −20y

ñîäåðæèò ðåçêèå ïîâîðîòû � èíäèêàòîð

æåñòêîñòè çàäà÷è.

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Îïðåäåëåíèå æåñòêîé çàäà÷è

Îïðåäåëåíèå æåñòêîé çàäà÷è

Ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Æåñòêàÿ çàäà÷à � ýòî òàêàÿ çàäà÷à, ó êîòîðîé ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ßêîáè Gy

ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ÷àñòè � ìÿãêóþ ÷àñòü ñïåêòðà |λi | < ` è æåñòêóþ ÷àñòü ñïåêòðà

ReΛi < −L, ïðè÷åì `� L. Âåëè÷èíà L/` íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì æåñòêîñòè.

Ðèñ. 2:
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Ìîäåëüíîå óðàâíåíèå

Âûÿñíèòü, êàê íà æåñòêèõ çàäà÷àõ ñåáÿ âåäåò òîò èëè èíîé ìåòîä, ìîæíî íà ìîäåëüíîì

óðàâíåíèè

y ′ = λy , Reλ < 0

Âñå ëèíåéíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäóò èìåòü âèä

un+1 = r(λτ)un,

ãäå r(z) � ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ìåòîäà. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé

óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà. Åñëè ïðè äàííîì ñî÷åòàíèè λ è τ çíà÷åíèå ôóíêöèè r(λτ) ïî
ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû, ðåøåíèå áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ðåàëüíîìó ïîâåäåíèþ ðåøåíèÿ ïðè Reλ < 0. Îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, â
êîòîðîé |r(z)| < 1 íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà.
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Ôóíêöèÿ è îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

Åñëè ïðè äàííîì τ âñÿ æåñòêàÿ ÷àñòü ñïåêòðà ïîïàäàåò â îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè, îíà

ãàðàíòèðîâàííî íå áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàòü, è ðåøàòü ñèñòåìó ÎÄÓ ìîæíî

òîëüêî îáðàùàÿ âíèìàíèå íà ìÿãêóþ ÷àñòü ñïåêòðà.

Äëÿ ÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà

un+1 − un
τ

= λun

ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè

un+1 = (1 + τλ)un = (1 + z)un

r(z) = 1 + z
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

Äëÿ íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà

un+1 − un
τ

= λun+1

ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè

un+1 =
un

1− τλ
=

un
1− z

r(z) =
1

1− z
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Äîïóñòèìûé øàã τ äëÿ æåñòêîé çàäà÷è

Åñëè øàã ïî âðåìåíè τ òàêîâ, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà Λi çàäà÷è èç æåñòêîé ÷àñòè

ñïåêòðà ïîïàäàþò â îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äàííîãî ìåòîäà

|r(τΛi )| ≤ 1,

òî ñ òàêèì øàãîì ðåøàòü æåñòêóþ çàäà÷ó ìîæíî.

Åñëè ýòî òðåáîâàíèå íàðóøèòü, æåñòêèå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ íà÷íóò ýêñïîíåíöèàëüíî

âîçðàñòàòü (õîòÿ îáÿçàíû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ!).
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêàÿ óñòîé÷èâîñòü

A- è L-óñòîé÷èâîñòü

Ïî âèäó îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìåòîäû ìîæíî äîïîëíèòåëüíî êëàññèôèöèðîâàòü. Ýòî

ïîçâîëÿåò âûáèðàòü ìåòîä, íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé äëÿ êîíêðåòíîãî âèäà æåñòêîé ÷àñòè

ñïåêòðà çàäà÷è.

• A-óñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè Re z < 0 ìåòîä óñòîé÷èâ, ò.å.

|r(z)| < 1. Òàêîé ìåîòä ãîäèòñÿ äëÿ ëþáûõ æåñòêèõ çàäà÷.

• A(α)-óñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî â êîíóñå | Im z | < − tgαRe z ìåòîä óñòîé÷èâ.

A-óñòîé÷èâîñòü ýêâèâàëåíòíà A(90◦). Òàêîé ìåòîä ãîäèòñÿ äëÿ çàäà÷, ó êîòîðûé

æåñòêèé ñïåêòð ïðèæàò ê äåéñòâèòåëüíîé îñè. ×åì áîëüøå α, òåì óíèâåðñàëüíåå

ìåòîä.

• L-óñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî limz→−∞ r(z) = 0. Ýòî ñâîéñòâî ãîâîðèò, ÷òî ïðè

áîëüøîì øàãå τ æåñòêàÿ ÷àñòü ñïåêòðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ äîñòàòî÷íî áûñòðî. Ýòè

ìåòîäû õîðîøè òåì, ÷òî äîïóñêàþò èíòåãðèðîâàíèå ïîãðàíñëîÿ ñ áîëüøèì øàãîì.

Íå L-óñòîé÷èâûå ìåòîäû îñöèëëèðóþò ïðè âûõîäå èç ïîãðàíñëîÿ.
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêàÿ óñòîé÷èâîñòü

A- è L-óñòîé÷èâûå ìåòîäû

Ðèñ. 3: Ðåøåíèå æåñòêîé çàäà÷è ðàçíûìè ìåòîäàìè ñ îãðàíè÷åíèåì øàãà â ïîãðàíñëîå (êðàñíûé
� íå A-óñòîé÷èâûé ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, çåëåíûé � A-, íî íå L-óñòîé÷èâûé íåÿâíûé ìåòîä
ñðåäíåé òî÷êè, ñèíèé � A- è L-óñòîé÷èâûé íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà)
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêàÿ óñòîé÷èâîñòü

A- è L-óñòîé÷èâûå ìåòîäû

Ðèñ. 3: Ðåøåíèå æåñòêîé çàäà÷è ðàçíûìè ìåòîäàìè ñ áîëüøèì øàãîì (êðàñíûé � íå
A-óñòîé÷èâûé ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, çåëåíûé � A-, íî íå L-óñòîé÷èâûé íåÿâíûé ìåòîä ñðåäíåé
òî÷êè, ñèíèé � A- è L-óñòîé÷èâûé íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà)
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû

Äëÿ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû ôóíêöèþ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

r(z) =
det(E− zA + z1bT )

det(E− zA)
,

ãäå 1 � âåêòîð èç åäèíèö.

Äëÿ ñëó÷àÿ ÿâíîãî ìåòîäà, r(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò z
ñòåïåíè s (÷èñëî ñòàäèé). Íî òàêæå, r(z) äîëæåí ñ òî÷íîñòüþ äî O(zp+1) ñîâïàäàòü ñ
ðàçëîæåíèåì ez â ðÿä ïî z (àïïðîêñèìàöèÿ ïîðÿäêà p). Åñëè s = p, òî r(z) åñòü ïðîñòî
ïåðâûå s + 1 ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè ez .
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû

Äëÿ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû ôóíêöèþ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

r(z) =
det(E− zA + z1bT )

det(E− zA)
,

ãäå 1 � âåêòîð èç åäèíèö. Äëÿ ñëó÷àÿ ÿâíîãî ìåòîäà, r(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò z
ñòåïåíè s (÷èñëî ñòàäèé). Íî òàêæå, r(z) äîëæåí ñ òî÷íîñòüþ äî O(zp+1) ñîâïàäàòü ñ
ðàçëîæåíèåì ez â ðÿä ïî z (àïïðîêñèìàöèÿ ïîðÿäêà p). Åñëè s = p, òî r(z) åñòü ïðîñòî
ïåðâûå s + 1 ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè ez .
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Æåñòêèå çàäà÷è Êîøè Æåñòêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû 1�4 ïîðÿäêà
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Öûáóëèí Èâàí

e-mail: tsybulin@crec.mipt.ru

mailto:tsybulin@crec.mipt.ru
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